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Cet ouvrage est destiné en priorité aux etudiants en genie électrique
(LICENCE 3°™ année : électronique et génie biomédical) qui s’intéressent
au comportement des systémes asservis linéaires. L’électronique

permet en effet de concevoir de nombreux dispositifs, necessitant d’étre
régulés ou permettant d’en réguler. L’automatique peut se décliner en
plusieurs volets. L’un de ces volets est rasservissement. C’est la tache
habituelle attendue de I’automaticien. Il s’agit d’intervenir sur le systéme
pour qu’il fonctionne de la maniére souhaitée et de maniere

automatique, sans I’intervention humaine.

Pour ce faire, cet ouvrage présente des notions fondamentales qui sont
illustrees par des exemples. Le cours est complété par des exercices.

C’est une ressource pour un étudiant en génie electrique dans le cadre de
I’étude des systémes linéaires.

L’ouvrage s’articule sur huit chapitres :

BREFS APERCUS SUR LES SYSTEMES ASSERVIS
TRANSFORMEE DE LAPLACE

SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

ANALYSE DES SYSTEMES DU PREMIER ET DU DEUXIEME
ORDRES

e IDENTIFICATION DES SYSTEMES ASSERVIS

e STABILITE DES SYSTEMES ASSERVIS

e PRECISION DES SYSTEMES ASSERVIS

e CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

Ainsi, les étudiants disposeront d’un outil de travail adapté qui les
aidera dans leurs études.

Cet ouvrage porte sur la matiére asservissements et régulation des systemes
asservis linéaires et continus.
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CHAPITRE 1 : BREFS APERCUS SUR LES SYSTEMES ASSERVIS

L’homme a toujours utilisé I’énergie. 1l a eu besoin de réaliser des dispositifs mécaniques
pour réguler la vitesse des machines. Au 17eme siecle, il y’a eu les moulins avec des
régulateurs centrifuges. Au 18éme siecle, Watt a transformé la machine a vapeur pour
améliorer sa rentabilité. Il y a eu transformation du mouvement alternatif en une rotation
continue. Une régulation mécanique basée sur un régulateur centrifuge a été réalisée.

Les premiers modéles ont vu le jour en 1776. Maxwell en 1868 a lancé les premiéres études
théoriques sur la régulation. Routh et Hurwitz ont par la suite, mené des études sur la stabilité
des systemes. En 1927, Black introduit la notion de chaine de retour. Nyquist fit des études
sur la stabilité adaptées aux systemes avec contre réaction. Au 20eme siecle, la régulation et
I’asservissement des systemes ont beaucoup avancé. Et le progrés ne cesse d’avancer...

1.1.Définitions

e | ’automatique c’est ce qui fonctionne tout seul ou sans intervention humaine.

e L'automatique peut s'appliquer a tout ce qui bouge, fonctionne, se transforme.

e L’automatique est un assemblage de théories mathématiques et un moyen de
raisonnement qui concerne la prise de décision, le contréle et la commande de
systeme.

e Un systeme est une collection d’objets reliés entre eux de telle sorte a former un tout
pour réaliser une fonction donnée. L'objet d'application de l'automatique est appelé
systeme.

Entre les éléments d’un systeme, il existe une certaine dépendance.
De facon générale, un systéeme peut étre décrit par une équation différentielle, sa
réponse impulsionnelle, sa fonction de transfert...

entrée X sortie
e(t) —p Systeme |y s(f)

Figure (1.1) : modele d’un systeme

Nous agissons sur les entrées d’un systeme qui pour nous est une boite noire afin
d’observer les réactions obtenues.

Exemples d'applications : les passages a niveaux, les distributeurs automatiques, les
ascenseurs...

e Un systeme est dit continu si les entrées et les sorties sont des fonctions d’une variable
continue (le temps).

e Au sens mathématique, un systéme est dit linéaire, si le principe de superposition
s’applique.

e Un systeme est dit invariant (ou stationnaire) si les relations entre I’entrée et la sortie
sont indépendantes du temps.

1.2 Notion de commande : chaine directe
La commande d’un systeme consiste a exercer une influence sur un ou plusieurs éléments de
ce systéme pour réaliser une fonction déterminée. Cette commande varie et peut étre :
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e Commande manuelle

e Commande avec amplificateur de puissance.

e Commande par entrées secondaires.
En boucle ouverte BO, la sortie n’a pas de retour sur le sommateur. Elle comprend la chaine
d'action et la chaine de mesure.

Signal d'entrée .| Systeme Ly Sipnal de sortie
ou de commande ou de mesure

Figure (1.2) : systéeme en chaine ouverte

Pertiwbations

Entrée 1 —3 . —»Sortie 1
Entrée 2 — | —» Sortie 2

Figure (1.3) : systeme avec perturbation

Exemple 1:

Dans le cas ou le systéme est une voiture, on aura :
les entrées : le volant, I’accélérateur et le frein.

les perturbations : le vent, I’état de la route...

les sorties : la position de la voiture et sa vitesse.

Remarque :

e Le systéme en B.O n’est ni précis, ni sdr.
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1.3 .Notion de systéeme bouclé :

Un systeme asservi, en boucle fermeée, peut étre représenté par la figure suivante :

Régulareur Permurbations
Grandeur régulante
{ commande

\\ ¢ Grandeur régulée’ somie)

— Correcteur A ctiomneur Processus s
: / Chame directe {d action)

Captewr

-

Chamne de retour (d observation)

Figure (1.3) : schéma bloc d’un systeme asservi

Un systéme possede deux chaines :

Une chaine directe : ou chaine d’action, qui met en jeu une puissance importante.
Une chaine de retour : ou chaine d’information

Le processus est soumis aux excitations constituées par I’entrée de référence et les
perturbations. La grandeur par laquelle il répond porte le nom de grandeur réglée ou
grandeur asservie.

Le capteur donne une image utilisable de la grandeur réglée. La nature de cette
mesure est souvent électrique. Un capteur doit donner une image fidéle de la
grandeur réglée. Sa stabilitt impose donc les limites de la précision de
I’asservissement

Le régulateur est composé de deux parties :

Le comparateur fait la différence encore appelée écart ou erreur entre I’information
de reférence et la grandeur mesuree.

Le correcteur a pour réle d’éliminer cet écart, en dépit des perturbations. Il doit
amener le processus a réagir le plus rapidement, malgré les variations de I’entrée de
réference ou les perturbations. C’est I’organe intelligent du systéme asservi.

L’ actionneur est I’organe muscle du systeme. Il recoit du régulateur la grandeur
réglante et I’amplifie en puissance. Il va piloter I’évolution du processus (exemple :
moteur, vérin ......).

Dans plusieurs applications en industrie, il faut garder a des valeurs fixes, certaines
grandeurs physiques (vitesse de rotation d’un moteur, température d’un four,.....) .

On est donc amené a concevoir des systéemes, ou la grandeur a maitriser qui est la
grandeur de sortie s’aligne de maniere précise sur la grandeur souhaitée ou consigne,
quel que soient les conditions I’environnement. On réalise ceci en appliquant une
rétroaction ou bouclage de la sortie sur I’entrée.

Exemple 2 :
Soit un conducteur qui est au volant d’un véhicule. Il doit suivre la route. Pour cela, il
observe la route et son environnement et évalue la distance qui sépare son véhicule du

7
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bord de la route.

Il détermine en fonction du contexte, I’angle qu’il doit donner au volant pour suivre la
route. 1l agit sur le volant (donc le systéme). Puis, il recommence son observation
(nouvelle distance) pendant toute la durée du déplacement.

Si un coup de vent dévie le véhicule de sa trajectoire, aprés avoir observé et mesuré
I’écart, le conducteur agit pour s’opposer a cette perturbation.

Remarque :

e Un bouclage apparait donc chaque fois qu’au cours d’une opération, un systeme
prend en compte I’observation de son état pour le changer.

1.4. Différentes denominations
On répertorie généralement les systéemes asservis en deux catégories, par leur mode de
fonctionnement. On a les systemes régulateurs et les systémes suiveurs ou asservissements.

Systemes régulateurs
Systemes suiveurs

1.5. Intéréts de I’automatique :

Les systemes automatiques permettent avant tout de réaliser des opérations répétitives,
difficiles, compliquées, pénibles qui ne peuvent pas étre confiées a I’homme, pour différents
motifs . Parmi celles-ci :

La précision : limitée dans le cas de I’intervention humaine.

Le caractéere pénible, voire impossible, de taches a effectuer dans certains
environnements.

La complexité : a partir d’une certaine échelle (grand nombre de parametres), la
commande manuelle n’est plus envisageable.

La réepétitivite de taches

La recherche d’une diminution des codts par I’augmentation des rendements : en
particulier la robotisation permet de diminuer notablement la part relative de la main
d’ceuvre dans le prix de revient.

La recherche de performances élevées (productivité, colt, qualité et régularité des
produits, rapidité des réponses, etc.....)
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2.1 Systemes lineaires

Soit un systeme linéaire stationnaire monovariable décrit par I’équation différentielle
suivante :

d"y(t) dy(t) dku(t) du(t)
My — + -y Tt + agy(t) = by, W-}_ by Tt

ag, ..., a, et by, ..., b, sont des constantes. n est I’ordre du systeme.

On dispose de la relation directe entre I’entrée u(t) et la sortie y(t) sous la forme d’une
équation différentielle linéaire a coefficients constants.

En général, pour un systéme physique, ona k< n.

Dans ce qui suivra, nous nous intéresserons aux systemes linéaires a temps continu.

2.2. Transformée de Laplace (1749-1827)
2.2.1 Définition
Soit une fonction réelle d’une variable réelle x(t) telle que x(t) = 0 pour t < 0, on définit sa
transformée de Laplace X(s) ou X(p) comme la fonction X de la variable complexe s=p telle
que :

X(p)=TL(x(t) = f0+wx(t) e Pt dt
La fonction X(p) est une fonction complexe d’une variable complexe p (avecp = t + jw)

T: est la partie réelle, w est la partie imaginaire.
La fonction x(t) s’appelle I’original ou I’ inverse de X(p), ou encore sa transformée inverse.

2.3. Entrées types

Certaines entrées types sont utilisées. Elles permettent de définir tour des critéres de
performances de notre systéme asservi. Elles sont présentées ci apres.

2.3.1 Echelon unitaire

>
C’est un signal défini par : u(t) = { 1 pour t>0

0 pour t<o0
Le programme sous matlab
permettant son tracé est avancé , Echelon unitaire
ci-dessous ainsi que son tracé. .
t=[0:0.01:6*pi]; 16
u=1; 14
plot(t,u,b)
title('Echelon unitaire’) -
xlabel(‘temps’) s
ylabel('u(t)") 08
grid on 06
0.4
0.2
oO 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps
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On calcule a présent U(p) la transformée de Laplace de u(t).
U(p) =f0+°ou(t) e Pt dt
Up) =f,"1 e dt
U(p) == [e]§" =
1

U(p) =TL [u@®] = -

2.3.2 Larampe causale :

Le programme sous Matlab permettant son tracé est avancé ci-dessous ainsi que son trace.

— _ __(t pour t=0
Elle est définie par :r(t) = {0 pour t<0
Le programme sous matlab

permettant son tracé est avance

ci-dessous ainsi que son tracé
rampe unitaire causale
t=[0:0.001:6*pi]; ©
f:t. 18
plot(t,f,'r") 16
title('rampe unitaire causale’) 14
xlabel(‘temps’) 12
ylabel(r(t)’) s
grid on
8
6
4
2
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
temps

20

Pour calculer sa transformee de Laplace, on va utiliser I’intégration par partie :
+o0

+oo 1 1
f te Ptdt = [-t —e PY]¢° — f ——e Pt dt
0 p 0 p
Sachantque : lim,__,(xe*) =0

Alors :

+oo 1 _ _
J, te ptdt=0—[p—2e P E> =

R(P) =TL[r®] = —

1
pZ

10
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2.3.3 Impulsion de Dirac

Elle est définie par une fonction nulle pour tout t et pour t=0 ou elle a une valeur

infinie.

Le programme sous matlab
permettant son tracé est avancé
ci-dessous ainsi que son tracé

t=(-1:0.01:1)%

impulse = t==0;
plot(t,impulse)
title('Impulsion de Dirac')
xlabel('temps’)
ylabel("?(t)")

grid on

Exemple 1

Déterminer la transformée de Laplace de la fonction suivante :

TL[6(t)] =1

Impulsion de Dirac

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

delta(t)

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.6

04 02 0 0.2

temns

0.4

0.6

0.8

Exponentielle

_ (€' pour t>0
f(t)_{o pour t<o0
t=-2:0.5:10; 25f=
f=exp(t);
plot(t,f,'b") 2

title(Exponentielle’)
xlabel('temps’)
ylabel(‘exp(t))

grid on

0

F(p) =TL [f(D] = —

1
p+a

[T emate Pt gt = f0+°° e @RIt gt = [ —— e~ @tP)t | =

p+a

15

exp(t)

0.5

0

-2

10

p+a

11
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2.4 Propriétés fondamentales de la transformation de Laplace

Quelques propriétés sont importantes a connaitre car elles permettent de calculer facilement
les transformées de Laplace de certains signaux.

On posera :

TL [X(5)]=X(p)

TL [y(®1=Y(p)

a, B, T, asont des réels.

a) Linéarité
La linéarité est une propriété importante de la transformation de Laplace

TL[ax(t)+HBy(t)] = aX(p) + BY(p)

b) Multiplication de t par un scalaire :
TLLa x(0)] = X(p)
¢) Translation temporelle (retard) :
TL[x(t-7)]=X(p) e ™
d) Translation temporelle (avance) :
TL[x(t+1)]=X(p) e*™

e) Multiplication part :
dx
TLIt x(t)]=— %

f) Multiplication par exponentielle :
TL [e™*x(t)] = X (p+a)

J) Multiplication de deux signaux temporels :

TLIx(t) y(©)] = X(p) * Y(p)
k) Convolution de deux signaux temporels :

TLIx()*y(0)] = X(p) Y(p)
I) Dérivation par rapportat:

TL [dnx(t)] = p"X(p) — p"Lx(0F) — p" 2k (0) — - px"2(0%) — x"71(0%)

dtn
TL U:x(u) dul = %

m) Intégration par rapportat:

n) Théoreme de la valeur finale :
lim(x(t)) = lim pX(p)
—00 p—
0) Théoreme de la valeur initiale :
lim(x(t)) = lim pX(p)
- p—©
Si la limite en t=0 de x(t) existe.

12
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Remarques:

Le produit de fonctions f(t).g(t) n’a pas pour transformée F(p).G(p) mais F(p)*G(p).

Dériver dans le domaine temporel revient a multiplier par p dans le domaine de Laplace.
Intégrer dans le domaine temporel revient a diviser par p dans le domaine de Laplace.

On appelle Zéros: les racines du numerateur, et Pdles les racines du dénominateur de la

fonction de transfert.

2.5 Transformée de Laplace inverse
A partir d’une fonction X(p) transformée de Laplace de x(t), on veut retrouver son original,
autrement dit la fonction x(t) .

En prenant : TL[x(t)] = X(p),ona:
1 . +/R
X(O)=5- limgo, []7 X(p)ePdp
Une autre méthode pour déterminer x(t) a partir de X(p) est de décomposer la fonction X(p)

fractions (éléments) , en utilisant les tables de transformées, on détermine x(t).
On va expliquer ceci en prenant trois exemples. On cherche a trouver x(t).

2.5.1 Casou les poles (racines du dénominateur) sont réels et simples

Considérons :

S5p+1
X(p) =—5—-——
® p?+3p+2

p*+3p+2=0
A=1
p1=-2;, pp=-1
On va écrire :

5p+1 A B

= +
p?+3p+2 p+1 P+2
S5p+1 _(A+B)P+2A+B

p +3p+2  p +3p+2

A et B sont des constantes.
Par comparaison on trouve A= -4 et B=9

Spt1 ___ 4 9
p2+3p+2 p+1 P+2

T 1[ Sp+1 ]:{—éle_t+9e_2t pour t =0
p?+3p+2 0 pour t<0

13
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2.5.2 Casou un pble n’est pas réel

Soit:

4p3 —2p* +4p — 4
X(p) = > 5
@P*+2)(P*+ 1)
Les racines du dénominateur sont complexes conjuguées : p;= +jvV2; p, = +jV1
(o) = 4p3—2p2+4p—4_Ap+B+Cp+D
P = e+ D 7D D

A+C =4 A=4
B+D=-2 B=0
A+2C =4 c=0
B+2D =4 D=-2
A, B, C, D sont des constantes.
4p3 —2p? +4p—4 4 2
X(p) = p p p—4  4p

(P2+2)(p2+1)  (p2+2) (p2+1)

4p3 —2p* +4p — 4
x(t) = TL ™ |—F P P ={

4cosV2t —2sint pour t =0
@*+2) P>+ 1D

0

pour t<O0
2.5.3 Casou les pbles sont réels et multiples
Soit :
X(p) p+4
P o+ 2 (p +5)
On a un pdle double (-2) et un pdle réel (-5).
A, B, C sont des constantes.
p+4 A B c

P+ p+5) (p+22 (P+2) (p+5)

p+ 4 (B4 O)p?+(A+ 7B +4C) +5A + 10B + 4C
(p+2)2(p+5) (p+2)2(p+5)

B+C=0 A=4

A+7B +4C =1 B=-1

54 + 10B + 4C + 4 c=1

p+4 4 1 1
P+’ +5 G+22 (P+2) (+5)

+ 4 -2t _ -2t —5t
x(t) = TL p { 4te e “'+ e pour

_ t >0
p+2)%@+5] Lo

pour t<o0
14
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE N° 1
- Résolvez I’équation différentielle suivante :

d?y(t
d’;g ) 4+ y(0) = 2sin@t)

On donne : y(0) =1 et% =1

Solution :
2

2v(n) _&O _

TL:p™Y(p) —py(0) — ==+ Y(p) = 2 o7
2 4

Y() (p"+1)-p-1=—7

4 p 1
Y(p) = + +
(p) (P2 +D(P*+4) p*+1 p?+1

4 _Ap+B Cp+D

G IDE +4) pr+l plia
p>(A+C)+p?’(B+D)+P(4A+C)+4B+D

(p? +D(p* +4)

A+C=0 A=0
B+D=0 B=3
4A+C=0 C=0
AB+D =4 D:?
Y()_4 1 2z 2 p 1
P =3 02173 p2+4 p2+1 p2+l

4 p 1 ] _
2+1)(p2+4)  p?+1  p?+1

_ -1
x(t) =TL [(p
4 2 .
§sm(t) — §sm(2t) + cos(t) + sinift) pour t =0
0 pour t<o0

EXERCICE N°2:

Le circuit électrique d’un correcteur a retard de phase est présenté sur la figure 1.

1)-Déterminez sa fonction de transfert. .
2)-Déterminez les poles et les zéros de ce systeme. CI
t t
Solution : “ )} mﬁ WS(J
S(p) =TL(s(t)), E(p)=TL(e(t)).
figure 1

15



CHAPITRE 2 : TRANSFORMEE DE LAPLACE

1
S _ _ZratZc  _ ket oo _ R,Cp +1
E®)  ZrisZro+lc R 4R, + Ci (Ry + Ry)CP +1
p

1

Les zéros: z = _RZ_C

L Oles :p = 1
es poles:p = R+ R)C

EXERCICE N°3:

Soit la figure ci contre qui représente le systeme

frottement visqueux f

masse ressort amortisseur:

LS,
ék
- Donner I’équation différentielle qui régit le systéme. F_f:"“““"ﬁfﬁelﬁi'mm
'

- Donner la fonction de transfert (avec les conditions e(t)

force de traction

initiales nulles).

Solution :
L’équation différentielle qui régit le systéeme
e(t) =my (6) + fy(t) + ky(t)
On va appliquer a cette équation differentielle la transformée de Laplace. Puis, la fonction de
transfert calculée est :

Y(p) 1
E(p) mp?+fp+k

16



CHAPITRE 2 : TRANSFORMEE DE LAPLACE

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

EXERCICE N°1

- Déterminez-les transformées de Laplace des fonctions temporelles suivantes :
On prend : t : temps, w : pulsation, j> = —1 .Les signaux sont causaux.

f,(t) = ", En déduire la transformée de Laplace de cosiifwt) et de sini{wt)
f5(t) = sinif5t + ),
f,(t) = 5(10 — e™Y)

EXERCICE N°?2

- Calculez les transformées inverses de Laplace des fonctions suivantes :

. tp¥z 10
1= RO = e O G TG

p(p? +4p + 3)
EXERCICE N°3

- En utilisant la transformée de Laplace de cosinus et la transformée de Laplace de sinus ,
déterminez la transformée inverse de Laplace de la fonction suivante :

EXERCICE N°4

En utilisant deux méthodes, calculez la valeur initiale : s(t = 0%) etla valeur finale :
s(t » +o0) de la fonction suivante :

S(p) = !

p2(p? +3p+2)

EXERCICE N°5

Résoudre les équations differentielles suivantes en utilisant les transformeées de Laplace.
2y(t) + 2y(t) — 12y(t) = 24t + 40
avec :

d? d7y(®©
Tde?

+y(t) = Zsini2t) ; y(0) =1et$=z

EXERCICE N°6
On considere un systeme régi par I’équation différentielle suivante :

d3s(t)  d%s(t) ds(b) de(t)
T 6+ 6— =+ 25(1) = 4——+ 2e()

a)-Calculez la fonction de transfert de ce systeme.
b)-Donnez les poles et les zéros de ce systeme.

17



CHAPITRE 2 : TRANSFORMEE DE LAPLACE

EXERCICE N° 7

- Soit le circuit RLC suivant :

i(t) AR

+_|:|_'IHIT|_
L

) c——|s(®)

e(t)

N

1) Etablir I’équation différentielle qui lie e(t) a la tension de sortie s(t).
2) En déduire la fonction de transfert du systeme.

18



CHAPITRE 3 : SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

A travers ce chapitre, nous ferons I’étude des systemes asservis linéaires continus.

3. Fonction de transfert d’un systeme asservi

En premier lieu, nous allons définir quelques notions de fonction de transfert en boucle
ouverte, en boucle fermée.

Réaliser une contre-réaction ou un retour ou un "feedback" : réagir en fonction de ce qui est
réalisé, sachant ce qui est exigé.

Un systéme est en boucle ouverte lorsque la commande est élaborée sans l'aide de la
connaissance des grandeurs de sortie : il n'y a pas de feedback.

Dans le cas contraire, le systeme est dit en boucle fermée.

3.1 Fonction de transfert en boucle fermee

De facon génerale, pour déterminer une fonction de transfert en boucle fermée, on essayera de
se ramener au schéma bloc suivant :

Y
Y

E(PF) + £ S(p)

R(p)

A

Figure (3.1) : schéma bloc (boucle fermée)

F(p) représente la fonction de transfert (transmittance) de la chaine directe.
R(p) représente la fonction de transfert (transmittance) de la chaine de retour.

Le transfert global (boucle fermée) est : Hzr = 3p)

E(p) ,
S(p) =F()e(p) =F(@I[E(®) —S (p)]

avec: S (p) = R(p)S(p)
dou: S(I[1+RPF()]=F®E({)

F(p)
1+ F(p)R(p)

Hpr(p) =

Hgr(p) est lafonction de transfert en boucle fermée qu’on notera FTBF.

Remarque

La boucle fermée permet de :

e stabiliser un systeme instable en BO
e compenser les perturbations externes
e compenser les incertitudes internes au processus lui-méme

19



CHAPITRE 3 : SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

3.2 Fonction de transfert en boucle ouverte

La fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) correspond a I’ouverture de la boucle,
soit sa coupure au niveau du comparateur. Donc, on ouvre la boucle de retour. La sortie prise

dans ce cas est S’ (p). La fonction de transfert en boucle ouverte est le rapport entre I’image
de la sortie S (p) (la mesure) et I’écart €(p) = E(p):

EP) * £ Sip)

%)
S'(p) S
Owmir la boucle I

Y

Y

Rip) -

Figure (3.2) : schéma bloc (boucle ouverte)

!

S
Hyo () = %’)) — FOIR()

On remarque ainsi, que la fonction de transfert on boucle fermée devient :
fonction de transfert de la chaine directe

FTBF =
1 + fonction de transfert en boucle ouverte
F(p)
H =
sr (D) 1+ Hpo ()
Pour un systeme a retour unitaire :
E{P) “H@@ € _ S(p)h

;

Figure (3.3) : schéma bloc (boucle a retour unitaire)

F(p) _ fonctionde transfert de la chaine directe

Hor () = Ty = 1+ Hao (D)

20



CHAPITRE 3 : SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

Remarque:

e La FTBO est importante pour I’étude d’un systeme asservi. Son analyse spectrale
(diagramme de Bode) va nous permettre d’établir les performances temporelles
(précision, rapidité et amortissement) du systéeme en boucle fermée.

- On peut citer comme exemple celui du schéma fonctionnel pour un asservissement de
position d’un moteur a courant continu présenté ci apres :

Oc_,| Al +

f
—
£
4
-
=]
'—Ih
oy
=
2=}

Um

A2

Figure (3.4) : asservissement de position

©. : signal d’entrée.

A1 : gain constant.

U. : la tension délivrée en sortie de I’amplificateur.
C(p) : gain du correcteur.

K., : constante de couple du moteur.

R, : résistance de I’induit du moteur.

L, : I’inductance.

Cp, : couple moteur.

C, : couple résistant du générateur.

f: le coefficient de frottement fluide,.

j : Moment d’inertie du moteur, ou du générateur.
N : constante.

U,, : Tension aux bornes de I’induit du moteur.
A2 : gain constant.

O, : I’angle du moteur.
Q : lavitesse angulaire.
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CHAPITRE 3 : SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

3.3 Systémes a plusieurs entrées
On retrouve ce cas de systeme dans I’étude des systemes asservis quand une perturbation se

présente. Soit E(p) I’entrée commande du systeme qui est connue. Soit Y(p) I’entrée
perturbation indesirable.

o]

v+
E(P) h ) £ Al v ) [ S@L
=2 © 1 =@ |

Figure (3.5) : schéma bloc (systemes a plusieurs entrees)

La sortie S(p) classique s’obtient en utilisant le principe de superposition.
On étudie ainsi successivement la réponse S1(p) du systeme quand E(p)=0, puis S2(p) quand
Y (p)=0 et on superpose les réponses S(p) =S1(p) +S2(p)

3.3.1 Théoréme de superposition

Supposons un systéeme linéaire. La réponse de la boucle aux sollicitations des entrées e(t) et
y(t) sont égales a la somme des réponses de chacune des sollicitations.

S S
S(P) = Se(®) +Sv() = E(p) = ((;’; +Y(p) YY&O))
On cherche Sg(p) pour {283 z 8
Ep) 3 @C € A { B(p) SE(F?'

Se() _ _A@)B®)

E(p) 1+ A()B(p)
On cherche Sy (p) pour {,E,gg z 8
: . [ e
l Yep) } ;..{?@ | Bip) } -

T Alp)

|
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CHAPITRE 3 : SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

Se(p) _ B(p)
Y(p) 1+ A()B(p)
A(p)B B
S(p) = (p)B(p) Ep) + ») ()

" 1+ A(p)B(p) 1+ A(p)B(p)

3.4  Quelques regles a connaitre

E—> A > B >SS <« >» E—> AB |—>S

1 e e . I-I .r'\i[!-| -5
| B |
. -
T e, HES
| Y . .-I A ] e
> - A .
’ J (s - =G —| A } -
oo [ A ] v
E (<) —| A | S
TF a - - E >|1—T—ABi -5

-5 E -+ -| AB | | | &1 -5
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CHAPITRE 3 : SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

EXERCICES RESOLUS

EXERCICE N°1

Considérons le schéma général d’un systeme asservi en prenant I’entrée de commande E (p)
et I’entrée de perturbation P (p).

P(p)

H(p) H2(p)

R(p)

-~

1- En appliquant la méthode directe, déterminer la sortie S(p) en fonction de I’entrée E(p)

et P(p).
2- Déterminer la sortie pour les deux cas suivants :

e E(p)=0etP(p)=0
e P(p)=0etE(p) #0

Solution :
e(p) = E(p) — R(p)S(p)
et
S(p) = Hy(p)[H,(p)e(p) + P(p)]

donc :
5 S(p) = H;(p)[H;(p)E(p) — Hi(p)R(P)S(p) + P(p)]

ou :

HS (p)l[ql + H;(p)H;(p)R(p)] = H, Igp)Hz (P)E(p) + Hy(p)P(p)

S(p) = @0 ) + 2(p) P()

[1+ H,(p)H,(p)R(p)] [1+ H,(p)H, (P)R(D)]
Hy(p)H,(p)R(p) = FTBO

- Fonction de transfert vis-a-vis de I’entrée principale
Pour P(p)=0, on obtient :

_ H; (p)H, (p)
1) = 5, oy m, R - P
S1(p) _ H,(p)H,(p) _ Hi(p)H,(p)

E(p) [1+H,(p)H,(p)R(p)] [1+ FTBO]
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- Fonction de transfert vis-a-vis de la perturbation
Pour E(p)=0, on obtient :

S2(p) _ Hy(p) _ H,(p)
P(p) [1+H,(p)H;(p)R(p)] [1+ FTBO]

Remarques :

e Onremarque que les dénominateurs des deux fonctions de transfert sont identiques.
Elles possedent de la sorte, les mémes poles.

e Lastabilité du systéeme dépend du type de pdles qui ne dépend pas du type d’entrée.

EXERCICE N°?2

Soit le schéma bloc suivant :

B —>0)—| 4D | B .

|

a- Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) et la fonction de
transfert en boucle fermée (FTBF).

b- Proposer un schéma équivalent avec une boucle a retour unitaire .

1

Lo |

Solution :
FTBO =A(p) . B(p) . C(p)
B A(p)B(p)
= T AmB(OCK)
1 S(p)
Ep) | L | 2oy | [ | >
(P)l C(p}} 9 lA(p) }lﬂtp} HC(p) |

25




CHAPITRE 3 : SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

Ou bien :

B >()— A0 | B6)

Clp)

Clp)

> S(p)

Pour les deux cas, on trouve la méme fonction de transfert en boucle fermée :

FTBF =

A(p)B(p)C(p)

C(p) ~ 1+ A(p)B(P)C(p)
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CHAPITRE 3 : SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES CONTINUS

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

EXERCICE N°1

I- On considere les boucles de régulation représentées ci-dessous :

100 1
G1(P) = Gz(P) =

P+ 10 ; 2p + 1

Cl)
e

R(P}.;.{ G p) ’ { Q(P}

R(p) ,.{ G,® }
(50 H

a) Déterminer % de chaque cas.

- On considére la boucle de régulation représentée ci-dessous

. Co)
Rip) —»(52) [ G,(p) ] -

'[ f%)']

l

Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) et la fonction de
transfert en boucle fermée (FTBF) .
EXERCICE N°2

1)- Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée (FTBF) des systemes ci-
dessous :

a)

E p S
(F');»ﬁ@—» G1(p) G2(p) ®

| H2(p) <
H1(p)

27
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b)
o]
l G3(p) |"

EXERCICE N°3

A- Calculer dans le cas -a- et -b- la sortie S(p) fonction de (G(p), K(p), E(p), M(p)).

E(®) - K(p) —'—(}T{J G(p) _»S(p)
M(p)
Cas-a-
Ep) —| K@) |o »—{ Kp) { Gp) _»S(p)
[ 1 1 [
| K | | M@
Cas-b-

B- On considére la boucle de régulation représentée sur la figure ci-dessous :

Hp)
L2
B >0~ 60 [ )| 9@ f— Go
H)

Sp)

28
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1-Donner la fonction globale du schéma fonctionnel (En adoptant quelques regles de
réduction).

L’écrire sous forme de :

S(p) k
E(p) p?  2&p
Tt 1

2-Déterminer k: (gain statique du systéeme), & (coefficient d’amortissement) et w,, (pulsation
propre) sachant que :

G1(p) .G2(p) .G3 (p) = 35; G1(p).G2(p).Hy(p) = p*; G3(p).Hz(p).G2(p) =3,6p
EXERCICE N° 4

On considere les boucles de régulation représentées ci-dessous :

i B G

B ()20 | 5
L
N

1- Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte FTBO et la fonction de transfert en
boucle fermée FTBF pour chacune des boucles .

Eaa
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CHAPITRE 4 : ANALYSE DES SYSTEMES DU PREMIER ORDRE ET DU DEUXIEME
ORDRE

4.1 Principe de L’étude
L’étude complete d’un systéme est composée de deux parties : son étude temporelle et son
étude fréquentielle.

4.2 Systemes du premier ordre

4.2.1 Mise en équation

Les systemes du premier ordre sont régis par des équations différentielles du premier degré.
Leur fonction de transfert posséde un pole. L’équation la plus couramment rencontrée est:

ds
T +s(t) =k e(t)

Les deux constantes et k sont des nombres réels positifs, en général.

T : est appelée constante de temps du systéme.

k : est appelée gain statique.

Ces systémes sont quelques fois appelés systéemes a une seule constante de temps.

T

Prenant les conditions initiales nulles, la fonction de transfert du systéme se calcule a partir de
I’équation différentielle en utilisant la transformation de Laplace:

7 pS(p) + S(p) = kE(p)
G()_S(p)_ k
p _E(p)_1+TTp

4.2.2 Réponse temporelle
Pour I’étude temporelle, on cherche les réponses s(t) des systemes étudiés a des signaux
d’entrée e(t) appelés entrées canoniques, qui sont en général:

e I’impulsion de Dirac 6(t), (réponse impulsionnelle)
e |’échelon unitaire u(t), (réponse indicielle)
e rampe unitaire v(t).

4.2.2.1 Réponse a une impulsion de Dirac
Soit une entrée e(t) = 3(t). On a donc :

E(p)=1
d’ou:
k
Stp) = 1+t

On calcule facilement s(t) a partir de la table des transformées de Laplace
—t
s(t) = geT (t>0)
La constante de temps du systéeme, T peut étre mise en evidence sur la courbe (figure 4.1).
Dans la fonction exponentielle décroissante, la tangente a I’origine coupe I’asymptote (ici,
I’axe des abscisses) au point d’abscisset.
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ORDRE

0.0

Lh

k
-

Figure (4.1) : Réponse impulsionnelle d’un systeme du premier ordre.

4.2.2.2 Réponse indicielle
L’entrée consiste en un échelon unitaire e(t) = u(t). On a donc :

E(p) =~
P p
d’ou:
1
SP)=r7—7= =
(1+w) p
On calcule facilement s(t) a partir de la table des transformeées de Laplace :
—t
s(t) =k (1 — eT) (t>0)
s(t)
A
k .
0.95k ] 7 :
0.63 k |
| I
| |
I I »
0 T 3T

Figure (4.2) : Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre.
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On définit le temps du premier maximum T,, comme étant I’instant caractérisant le premier
maximum.

a) Le dépassement
Soit S,nqx la valeur maximale prise par s(t) et Sy, est la valeur finale (atteinte en régime

permanent). On définit le dépassement maximal si Sy, > Sgi, par:

D= Smax - Sfin
Le dépassement relatif est un pourcentage selon :

S S
D% = (Mmoo) %
Sfin

b) Temps de montée (rise time)
Il est noté tm. C’est le temps nécessaire a la réponse pour évoluer de 10 a 90%, de 5 a 95%,
ou de 0 & 100% de sa valeur finale.
Pour les systémes du 2" ordre peu amortis, le temps de montée de 0 & 100% est plus
généralement pris.
Pour les systemes tres amortis, I'évolution de 10 a 90% est plus souvent adoptée.

c) Temps d’établissement a x% (t,x ;)
Le temps d’établissement a x% (ou encore temps de réponse a x%) est le temps nécessaire
pour que la réponse indicielle reste dans la fourchete +x % autour de la valeur finale Sg;, .
On peut le définir comme le temps a partir duquel :

|s@®) — Spin| < x % . Spin

Geénéralement, x%=10% ou 5%.
Ces grandeurs caracterisent complétement le comportement transitoire (en réponse indicielle)
d’un systeme donné.

32



CHAPITRE 4 : ANALYSE DES SYSTEMES DU PREMIER ORDRE ET DU DEUXIEME
ORDRE

4.2.2.2.1 Caractéristiques temporelles
Les caractéristiques transitoires d’un systeme ne dépendent pas de I’amplitude de I’échelon
appliqué mais uniquement de la constante de temps T de ce systéme.

Systéme H(p) = 1+1p
Dépassement D% 0
Temps du premier maximum T,, N.D
Temps de montée t,, 2.2x71
Temps de réponse a 10% t, 1o, 23x71
Temps de réponse a 5% t,. s, 3xt

4.2.2.3 Réponse a une entrée en rampe
On étudie maintenant la réponse du systéme a une rampe unitaire e(t) = v(t) =t. Onadonc :

EQ) =~
p pZ
D'our S@) = 6)5 ==
' p P = S
—t
Alors : s(t) =k(t—1) + kte= (t>0)
s(t)
A
kt—>»

Figure (4.3) : Réponse d’un systeme du premier ordre a une entrée rampe.
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4.3 Etude des systemes du second ordre

4.3.1 Mise en équation

Les systemes du second ordre sont régis par des équations différentielles du second degré.
Leur fonction de transfert possede donc deux poles. L’équation la plus couramment
rencontrée s’écrit :

1 d25+25ds+ ©) = ke(t
w,2dt?  w, dt s(8) = ke(®)

Les trois constantes w,, , ¢ et k sont des nombres réels en général positifs.
e w,: la pulsation propre du systeme ;

e & estappelée coefficient ou facteur d’amortissement.

e  k: est le gain statique du systeme.

La fonction de transfert du systeme se déduit immédiatement de I’équation différentielle qui
régit son fonctionnement en appliquant la transformation de Laplace aux deux membres :

1 2
—S) + L5+ 5() = KEG)
. S(p) k
soit : G(p) = =
E) M%zz + % +1

4.3.2 Réponse indicielle
L’entrée prise est un échelon unitaire e(t) = u(t).

On a donc: E(p) =%

Gp) _ k
p p? L %p
P(an + w, +1)
Trois cas sont & consideérer selon le signe du discriminant du polynéme du dénominateur.

482 4 4
=55 =—E -1

D’ou : S(p) =

Ona:

a) Discriminant positif
Ona: A>0<¢&>1
Dans ce cas,ona:

2,/e -1
0o t<0
L’étude de cette fonction montre la présence d’une asymptote en K lorsque t — +oo et une

tangente & I’origine nulle. Les deux termes en exponentielles décroissent d’autant plus

S(t) = {k u(t) — k (E + /2= 1) o Wn (EVEE)t _ (E + \/EZ——l) e—Wn(£+J52——1)t] .
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lentement que & est grand. Dans ce cas, le signal s(t) tend moins rapidement vers son
asymptote. La figure 4.4 presente I’évolution de s(t) pour diverses valeurs de &.

s(D)
*

Figure (4.4) : Réponse indicielle d’un systéme du second ordre a divers coefficients
d’amortissement.

La réponse la plus rapide est obtenue pour un facteur d’amortissement trés proche de 1.

b) Discriminant nul

Ona: A=0o¢=1

Dans ce cas,on a:

— —wpt
s() = {ku(t) k(1 +wyt)e t>0
0 t<o0
Nous obtenons une réponse qui tend trés rapidement vers I’asymptote (voir figure 4.4).

c) Discriminant négatif

Ona: A0 eo0<él
Dans ce cas, on a:

S0 = {ku(t) — ket | cositin, [ T= £26) + e s T - 0] .5
0 t<0

La réponse du systéeme est formée de la différence de deux signaux : le signal k u(t), échelon
d’amplitude k et un signal sinusoidal encadré par une enveloppe en exponentielle
décroissante, qui tend donc vers 0, en oscillant. Le graphe de s(t) posséde donc une asymptote
vers la constante k lorsque t tend vers I’infini. Le signal tend vers cette asymptote en
présentant un régime dit oscillatoire amorti (voir figure 4.5).
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s(t)
A
" ﬁ'-:: 1 Sy
~
T
t
0 »

Figure (4.5) : Réponse indicielle d’un systéme du second ordre a coefficient d’amortissement
inférieur a 1

Remarques

e Les oscillations sont d’autant plus importantes (en amplitude et en durée) que le
facteur d’amortissement est faible. S’il est nul, le signal de sortie est une sinusoide
oscillant entre 0 et 2k.

e De lavaleur de ¢ facteur d’amortissement, dépend le type de réponse du systeme.

— Régime amorti : £ > 1. Dans le cas du régime amorti, la sortie du systéme tend d’autant
plus lentement vers sa valeur finale k que € est grand.

— Régime critique : & = 1. Le régime critique est caractérisé par la réponse la plus rapide
possible : le signal s(t) tend tres vite vers sa valeur finale, sans oscillations.

— Reégime oscillatoire amorti : & < 1. Dans le cas du régime oscillatoire amorti, la pulsation
du signal sinusoidal enveloppé par I’exponentielle décroissante a pour expression :

W, = Wy/1—¢2
C’est la pseudo-pulsation du régime oscillatoire amorti. Elle est inférieure a la pulsationw,, .

On définit également la pseudo-période de ces oscillations par :
21 21

Tp=—=———
Wp Wn+/ 1- EZ
Cette pseudo-période est egale a I’intervalle de temps correspondant a une alternance

compléte de la sinusoide amortie (voir figure 4.5). Elle est d’autant plus grande que ¢ est
proche de 1.
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4.3.2.1 Caractéristiques temporelles

Les caractéristiques transitoires d’un systeme ne dépendent pas de I’amplitude de I’échelon
appliqué mais des deux facteurs : & (coefficient d’amortissement) et w,, (pulsation propre) de
ce systéme.

\ () = S _ k
Systeme E(p) p> N 2ép L1
w2 wy,
é<1 =1
Dépassement D% B 0
100 e V1§79
Temps du premier maximum T,, T
w, /1 — 52 N.D
Temps de réponse a 10% t,. 1o, 1 2.3
6 ———In(0.1/1 — £2)
$Wn wn(§—y1-¢§%)
Temps de réponse a 5% t,. 5y 1 3
6 — ——In(0.05y/1 — £2)
{Wn wa(§ —4/1-¢%)

37




CHAPITRE 4 : ANALYSE DES SYSTEMES DU PREMIER ORDRE ET DU DEUXIEME
ORDRE

4.4 Réponse harmonique (fréquentielle)

On définit la réponse harmonique (ou fréquentielle) d’un systéme par sa réponse a une entrée
sinusordale.

4.4.1 Diagramme de Bode

Soit la fonction de transfert notée H(p) d’un systeme. Pour p=jw on notera : H(jw).
On represente separément en fonction de la pulsation w (en rad/s) en échelle logarithmique :

Courbe de gain : |G(W)|q, = 20logio|H(W)|
Courbe de phase : @(w) = Arg H(jw)

Remarques
e Le produit de deux fonctions de transfert se traduit dans le plan de Bode par la
somme des lieux respectifs.
e La multiplication par k se traduit par la translation de k,;, de la courbe de gain,
la courbe de phase restant inchangée.

4.4.2 Diagramme de Nyquist

On représente dans le plan complexe I’extrémité du vecteur image de H (jw) lorsque la
pulsation w varie de 0 a +oo

H(jw) = Re[H(jw)] +j Im[H(jw)] = X+ Y
Re[H(jw)] = = X et Im[H(w)] =Y

Le point de coordonnées (X ,Y) décrit alors une courbe graduée dans le sens des w croissants.
4.4.3 Diagramme de Black — Nichols

Le lieu de Black représente par une seule courbe le logarithme a base 10 du module de la
fonction de transfert en fonction de sa phase.
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE N°1
Tracer le diagramme de Bode, de Nyquist de la fonction de transfert d’un systeme du premier

ordre avec un gain statique égal a 1 et une constante de temps égale a 2us :

Solution :

Représentation de Bode :

k 1
H = =
P =170 " T3 2105
H(w) = ——
Y STy j2.10 5w
Avecwy = ———rd/s

2.10°°

1
|H(jw)| = =
1+ @y

|G(Gw)lap = 20log,o|H(w)| = 20logy

1
|G(Gw)|ap = 20logy T
/1 + (=-)?
Wo

= _Arctg(Z
Q= rcg(WO)

1
J1+ (w2.1076)2

Avec wy = mrd/s

Le module :

e Pourw—-0 |G(w)|gp — 0
e Pourw— oo |G(w)|gy = —20log;o(w/Wo)

La phase :

e Pourw-0:9p(w)=0

1, __r
o Pourw—>;.go(w)— "

e Pourw — ool p(w) = —%
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lieu de Bode pour un systeme du premier ordre

0 o~
-5 \\\ <
g -10
S 15
£ N
I -20
s
\\
-25
-30
0 _‘\\\
- \\
8 AN
Tg’ -45
g \\\\\
\\\
-90 Mmmm=
10" 10° 10° 10’
Frequency (rad/s)
e Représentation de Nyquist
k
H =
() 1+
1 1 (—tw)
H(jw) = = +j
Gw) 14+ jw 14 (tw)? ]1+(TW)2
1 (—tw)
X = et Y=——
1+ (tw)? 1+ (tw)?

Onremarqueque: Y <0

H(w) = X +jY
1 1
2 _ 2Nz 22
Y+ (x=5) =)
, i 1 1
C’est I’équation d’un cercle de rayon (E) et de centre ( > 0)

Pour le point de démarrage obtenu pour w = 0,ona: X =1etY =0
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lieu de Myquist pour un systeme du premier ordre

-0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

-0.35

0.4

-0.45

0.5
0

EXERCICE N° 2

Tracer le diagramme de Black Nichols de la fonction de transfert d’un systeme du premier
ordre :

GGw) = —~
w) =
14)—
Solution :
w1
log|lG(jw)| = loglk| — log(1 + (W—)Z)2
0
0 = —arctg(—
= —arc g(WO)
w < Wqg ¢

log|lG(jw)| = log|k]|

06=0
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W =Wy
. ok
loglG(jw)| = loglk| — logi(2)2)
0= Vs
4
w > Wqg ¢

log|G(jw)| = —o0

Lieu de Black Nichols :
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ORDRE
EXERCICE N° 2
Soit le schéma bloc suivant :
E(p) e . R 0. 59 . 1 :._i{]ll
+ “|1+049p] | P i

1) Montrer que la fonction de transfert est une fonction du deuxieme ordre. La mettre
sous forme canonique et donner ses parametres caractéristiques en fonction de k.

2) Deéterminer le gain k en prenant le coefficient d’amortissement égal a 0.7

3) Tracer la réponse indicielle et la réponse impulsionnelle.

4) Tracer le diagramme de Bode et Nyquist.

Solution :

1) La fonction de transfert est du deuxiéme ordre.
La mettre sous forme canonique et donner ses parameétres caractéristiques en fonction

de k.
S(p) _ 0.59 k
E(p) (1+0.49p)p + 0.59%k
S(p) 1

E(p) p 049
1+ 550k T 050k P

Il s’agit dune fonction du deuxiéme ordre :

S) _ k
- 2
Wn Wn
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Par identification :

Le gain k pour que le coefficient d’amortissement soit égal a 0.7 :

1

onveutque: § = ——=10.7
que:$ 1.2k
k = L =1.7
1282
S(p) 1

E(p) 1+ 0.99p + 0.48 p?

Step Response

1.4
1.2
l _a
o 08 /
ko)
2
2
£ /
< 06
0.4 /
0.2
0
0 1 2 3 4 5 6 7

Time (seconds)
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Impulse Response

AT
AL
Al

. \
N\

0 1 2 3 4 5 6 7

Time (seconds)

Amplitude
o
N
——

-0.1

1
onveutque:§{ = ——=10.7
que: 1.2k
k = ! =17
1282
S(p) 1 1 _ 1
E(p) 1+099 +048p2  p?  2&p -~ p? 2x0.71p
an tw, v @amzt 12z 1
S(p) 1

F®) J ~(2) - ey

2~
pWw) = —arctg| ——y—
1- (W—n)z
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S(p) < w 2>2 w2
20.1o —| = 20.[lo 1) —lo 1—-(— — (26—
91 [E0) [log10(1) 910\] (Wn) ( Ewn) ]
Le module :
e Pour w<<w, :20. log,, |% — 0 (asymptotes horizontale)

e Pour w<<w,

S
20. log,, |% - 20.[log1o(1) — loglo(:l_n)z] = 20.[(0 + 2 logiowy) — 2 logiow]
(asymptote de pente -40).

La phase :

(&)
p(w) = —arctg 1—M;l

e Pourw—-0:9p(w)=0

n
o POUI’WZWnZ(p(W)Z—E
e Pourw - o0:p(w)=-n
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Bode Diagram

AN

-20

-40

Magnitude (dB)

-60

-45

Phase (deg)
(o)
o

-135

-180 ey
-2 -1 0 2
10 10 10 10 10

Frequency (rad/s)

Nyquist Diagram

0.8 =
irdp

06l6dB ™

04 [10dB

02F
20dB

Imaginary Axis
(@]

-0.2F

04}

-0.8 | { Y
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Real Axis
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

EXERCICE N°1

Soit la courbe ci-dessous :

Step Response

2.5
I/
15
I/

Amplitude

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Time (seconds)

1) Déterminer de la courbe :

le temps de réponse t, 5o

Le dépassement D%.

La valeur finale.

L’amortissement C.

La pulsationw,, .

2) Donner la fonction de transfert du systeme avec : (=0.375, on a w,t,.=8

EXERCICE N°?2

1) Donner la fonction de transfert d’un dérivateur pur.
2) Donner la fonction de transfert d’un intégrateur pur.
3) Tracer le diagramme de Bode et de Nyquist pour :

up) _ 1 Ul) _
Vi)~ DIy P
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EXERCICE N°3

La fonction de transfert d’un systéme du premier ordre avec retard est donnée par :

ke TP
H =
(p) 1+t

1) Donner [H(jw)| et @y jw)
2) Est-ce que le module ou bien la phase sont affectés par le retard ?

EXERCICE N°4

Soit la fonction de transfert d’un systeme :
B (o) = 2+5p)(2+p)
(2 +20p) + (2 4 0.1p) (2 + 0.04p)
Tracer le lieu de Bode asymptotique.
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Dans ce chapitre on va faire une analyse de réponses temporelles ou fréquentielles, observées
sur le systeme auquel on a appliqué un signal d’entrée donne.

Afin de déterminer la fonction de transfert d’un systeme que I’on souhaite asservir, on
procede a I’identification.

5 ldentification par la réponse indicielle

5.1 Systéme du premier ordre

Comme entrevu un systeme du premier ordre est régi par:

ds
T +s(t) =k e(t)
La fonction de transfert est :
Sp) __k
E(p) 14+
La réponse indicielle est :
—t
s(t) =k (1 — eT) (t>0)
s(t)
A
ke E{:halm‘}
0.95 k |
0.63k I
:
|
| p t
3T

Figure (5.1) : Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre.
e L’asymptote horizontale permet de calculer le gain statique k :

lim[s(®)] = limpS(p) = keo
—00 p—

k=—
€o

e L’intersection de la tangente a I’origine et I’asymptote horizontale donne la constante
de temps (le temps mis pour atteindre 63% de la valeur finale).
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5.2 Systeme du deuxieme ordre

Comme précité, un systéeme du deuxiéme ordre est régi par I’équation suivante :

1 d25+25ds+ ©) = ke(t
w,2dt?  w, dt s(8) = ke(®)
La fonction de transfert est :
S(p) k
- 2
E(p) p_z + @ +1
Wn Wn

Les trois constantes w,, , ¢ et k sont des nombres réels en général positifs.
e w,: la pulsation propre du systeme ;

o & : est appelée coefficient ou facteur d’amortissement.

e  k: est le gain statique du systeme.

La solution dépend du signe du discriminant de I’équation caractéristique c'est-a-dire des
valeurs de & .

e pour0 < g <1 (systeme oscillant amorti )

s(t)

A
5
kﬂ | / ) T L S

T

T
t
0 T, >

Figure (5.2) : Réponse indicielle d’un systeme du deuxiéme ordre pour 0 < § < 1
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L’asymptote horizontale permet de trouver le gain statique k :
lim[s(®)] = limpS(p) = keo
—00 p—

Soo
k=—
€o

Le premier dépassement est donné par :
S. — S
D% = 100 |L°°|
Seo
Smax €St la valeur maximale de s(t)et s, sa valeur finale

La valeur de D; permet de trouver celle de & (coefficient ou facteur d’amortissement).

=

- )
D% =100 e V1-¢?

Pour déterminer wy, :

e ona letemps du premier maximum, d’aprés ce qui précede :

o
Ty = ———
Wh+/ 1- EZ
e onaaussi lapseudo-période :
i _ Tp
wp1 -8 2

Pour § > 1 systéme non oscillant amorti
Le systeme peut étre consideré comme le produit de deux fonctions de transfert du
premier ordre de constantes de temps 7, et 7, telles que 7; > 7,.

S(p) k

E() (+7p)(1+1,p)

Sionpose a = z_z < 1 eton posant =14, alors la fonction de transfert peut se mettre sous
1

la forme :
S _ k
E(p) (1 +71p)(1+ atp)
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Figure (5.3) : Réponse indicielle d’un systeme du deuxiéme
ordre pour & >1

e | ’asymptote horizontale permet de calculer le gain statique k :

tlim[s(t)] = lirr(l)pS(p) = ke,
—00 p-

Soo
k=—
€o

Pour déterminer les valeurs de a et T, on commence par tracer la tangente au point
d’inflexion. Elle permet de définir les valeurs de T, et Tj.

a

T, aa-1
T_b 1 +a S
La valeur de t est donnée par :
T
e 1+a

53
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE N°1
Aprés avoir exerce a t=0 un échelon d’amplitude e;=5% en entrée d’un procédé, on
obtient la courbe suivante :

Step Response
20 T T T T T T

18 N

16 1

12 1

10 .

Amplitude

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Time (seconds)

Déterminer la fonction de transfert de ce systeme.
Solution :

L allure de la courbe est celle de la réponse indicielle d’un systeme du premier ordre.

keo=20
,_20_20_,
_eo_ z =

Et on fait la projection de 0.63ke, = 12.6 sur I’axe des temps et on trouve 10s.
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Step Response

Amplitude

T T T T T T
14
135
13
|
System: f
125 Time (seconds): 10.1
Amplitude: 12.7
12
| | | | | |
6 8 10 12 14 16

Time (seconds)

Sp) 4
E(p) 1+ 10p
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EXERCICE N°2

Le relevé de la réponse indicielle (échelon unitaire) d’un processus a donné les résultats
ci-dessous :

Step Response
6 T T T T T

AN

Amplitude

0 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

)} Sans faire de calculs :
e Donner I’ordre de ce systéeme et la forme canonique de la fonction de transfert.
e Donner I’intervalle de &.

I En utilisant la figure, déterminer :
le gain statique k.
e le premier dépassement.

e Le coefficient ou facteur d’amortissement &
e La pulsation propre du systeme w,,.

e En déduire la fonction de transfert.

Solution :
e L’ordre de ce systeme, la forme canonique de la fonction de transfert et I’intervalle

de&:

L’allure de la courbe est celle de la réponse indicielle d’un systeme du deuxieme ordre.
Pour pour 0 < § < 1 (systéme oscillant amorti)
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le gain statique Kk :

Le premier dépassement :

S — Seo
D1% = 100 |%

— 100 |5.81 -5
B 5

| =16.2%

Le coefficient ou facteur d’amortissement & :

{752)
D% =100 e \W1-¢?

_331 _ o
1317
la pulsation propre du systeme w,, :
T = T
" W1 — &
T
W. =
DT /1-8
3.14
= 1.01

w, = '
" 3.59y1—0.25

En déduire la fonction de transfert :

S(p) 5
E(p) p*+p+1
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

EXERCICE N°1

Si on applique en entrée d’un systeme, un échelon d’amplitude 1%, on obtient la
courbe suivante :

Step Response
2.5 T T T T T T T T T

15

Amplitude

05F

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
Time (seconds)

1) Donner la fonction de transfert de ce systéme
2) Donner I’ordre de ce systeme.
3) Ce systéme est un intégrateur ou bien un dérivateur ?

EXERCICE N°2

Le relevé de la réponse indicielle (échelon unitaire) d’un processus a donné les résultats
ci-dessous :
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Step Response
6 T T T T T T T T

Amplitude

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Time (seconds)

1)  Sans faire de calculs :
e Donner I’ordre de ce systéme et la forme canonique de la fonction de transfert.
e Donner I’intervalle de &.

IV)  En utilisant le graphe, déterminer :
le gain statique k.
e Le premier dépassement.

e coefficient ou facteur d’amortissement &
e pulsation propre du systeme w,,.

e En déduire la fonction de transfert
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Les performances d’un systeme asservi sont appréciées selon:
e Lastabilité,
e La précision statique ou précision obtenue en régime permanent,
e Larapidité ou précision dynamique.

6. Méthode d’étude de la stabilité a partir de la FTBF

6.1. Etude des poles de la FTBF

Un systeme est dit stable si, excité par une impulsion de Dirac, il revient a sa position de
repos. Il est instable dans le cas contraire.

On considere un systeme de fonction de transfert F(p) excité par une impulsion de Dirac.

e(t) = 6(t)
Alors : E(p) = 1 et de ce fait :
S(p) = F(p)E(p) = F(p)

La reponse impulsionnelle d’un systeme est représentée par sa fonction de transfert. La forme
du signal de sortie va donc dépendre des pdles de celle-ci. La stabilité va dépendre de ces
pbles. De facon générale, une fonction de transfert peut s’écrire sous la forme d’une somme
de fractions rationnelles du premier ou second ordre :

A; Bip+ ¢ , . .
Fp)= ) —+ Z — 5, — Aveci+2j=n ordre du systéeme
=P Ly KPR

Whj Whj

Donc :
s(t) = ZAi ePit + ZA]- e%* cos(w;t + ¢;)
i J

Le systeme revient au repos quand les termes exponentiels e?it et e%* tendent vers zéro avec
le temps.

Théoreme

e Un systéme linéaire continu en boucle fermée n’est stable que si tous les pbles de sa
fonction de transfert sont a partie réelle négative. lls sont situés dans le demi-plan négatif

dédie a la variable complexe p.
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6.1.1 Carte des zéros et des poles
On peut representer graphiquement les poles et les zéros d’une fonction de transfert dans un

plan complexe. On représente usuellement un péle par une croix(x) et un zéro par un rond (0).
Cet ensemble est appelé carte des pdles et des zéros.

Exemple 1
2(p—4)
FTBF =
+Dk+3)

Un zéro: p=4;
Deux poles réels simples en :
p=-1etp=-3
Programme sous Matlab :

num=[2 -8];

den=[1 4 3];

fvtool (num,den, "polezero®)

Pole/Zero Plot

Imaginary Part

Le systeme est stable car tous les pdles sont a gauche.
Exemple 2

5
-D*@p*+p+1)

FTBF =

Un pole reel double en p=1.

Deux p6les complexes conjugués en p = —0.5 ij\/%
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Programme sous Matlab :

num=[5];
den=[1 -1 0 -1 +1] ;
fvtool (num,den, "polezero™)

Pole/Zero Plot

Imaginary Part

Le systeme est instable (un pdle double a droite).

6.2 Criteres algébriques de stabilité

Ils permettent de distinguer la limite de stabilité a partir de I’analyse de la FTBF.
6.2.1 Systémes d’ordre n < 2

e Pour un systéeme du premier ordre :

N(p)
F, =—aveca; >0
- sr(P) aLp + ag 1
Le systeme est stable si :
p1 = —Z_(l] st p1 <0
e Pour un systéeme du deuxiéme ordre :
N(p)

F, = aveca, >0
sr (D) a,0% + aip + ag 2

Le systéme est stable si les pbles p; et p,ont:

{Re(Pl) <0

Re(py) < 0 a, >0 etaj.ap>0
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6.2.2 Systemes d’ordre n > 2 : (Critere de Routh)

Ce critére permet de savoir si les racines d’un polyndéme sont ou non a partie reelle négative.
L’étude porte sur le denominateur D(p) de la FTBF :

D(p) = a,p™ + a,_1p" *+....+a,p+a, aveca, >0

e Si certains coefficients a; sont négatifs ou nuls alors D(p) a des racines a parties
réelles positives : le systeme est instable.

e Sitous les coefficients a; sont positifs, on ne peut pas affirmer que les racines de D(p)
sont a partie réelle négative. Pour conclure, il faut utiliser le critere de Routh.

N de ligne tableau
1 ap An_2 Ap_g4 Ap_g  Ap_Beererrreniens 0
2 dn-1 dp-3 Ap-5 3Ap-7 3Ap-9 0
3 Ch Cnel Cne2  Cni3  Cpegeeeeeenennnnn 0
4 d, dyoqy dp_p dp3 dy_geeieeienn.n. 0
5} en €n_1 €n_2  €n_3  Bpfeeeeiiiiiinnn 0

ap_10p_—2i—2 — Aply_3;-3

an—1

Cnln—2i—3 — Ap—1Cn—j—1
dn—i =
Cn

_ dncn—i—l - dn—i—l Cn
d..

e Le nombre de pdles a partie réelle positive, de la fonction de transfert est égal au
nombre de changements de signe des coefficients de la premiére colonne.

e Le systéeme est stable en boucle fermée si tous les coefficients de la premiére colonne
sont de méme signe.

e Soit n I’ordre du systeme
e Le nombre de lignes est égal a n+1
e Le nombre de colonnes est égal a (n+1)/2
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6.3 Criteres graphiques

La condition nécessaire et suffisante de stabilite est que la FTBF possede des pdles a partie
réelle négative. Ceci suppose de disposer de I’expression de son dénominateur. Or, si
I’expression de la FTBF n’est pas toujours connue, on dispose en géneral de la FTBO par sa
réponse indicielle ou harmonique. Des critéres graphiques permettent d’étudier la stabilité de
la FTBF a partir des lieux de transfert de la FTBO.

6.3.1 Notion de point critique

Dans le cas d’un systeme asservi représenté par le schéma bloc ci contre :

H(p) >

Kp) ¢

Figure (6.1) : systéeme asservi

H(p) _ H(p)
1+ K(@)HP) 1+ Hpo(p)

Hgr(p) =

Le systeme est stable si le signe de la partie réelle de toutes les solutions de : 1 + Hpo (p) =
0 est négative.

Il ya donc instabilité s’il existe une racine:pl = a + jB avec a > 0 telle que :

Hgo(p1) = —1.

La stabilité d’un systeme en BF se fait a partir de la position du lieu de transfert en boucle
ouverte (LTBO) par rapport au point (-1). Ce point, extrémité du vecteur de module 1 (ou
0dB) et d’argument -180° , est nommé point critique.

Remarque

e Un systéme bouclé est stable si le *gain’ en boucle ouverte est inferieur a 1 (0dB)
lorsque le déphasage atteint -180°.
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6.3.2 Enoncé du critere de Revers

e Dans le plan de Nyquist

e Le systéeme sera stable en boucle fermée si en parcourant le LTBO dans le sens des
pulsations “’w*’ croissantes, on laisse le point critique (-1;0) sur la gauche.

e Dans le plan de Bode

Le systéme sera stable en boucle fermée si pour la pulsation critique w, pour laquelle :
Arg[Hpo (jwc)] = —180°
La courbe de gain de la FTBO passe en dessous du niveau 0 db, cad :

|Hpo (jwe)| < 1

6.3.3 Marges de stabilité

Il est nécessaire de définir des ‘marges’ vis-a-vis du probléme d’instabilité d’un systéme. Le
moindre changement de I’'un des facteurs, impact de la température par exemple, peut
engendrer I’instabilité. On définit principalement :

6.3.3.1 Marge de phase
M, = Arg[Hpo(jw,)] — (~180°)

C’est la distance en degrés du point critique (-180° ; 0 dB) au point d’intersection du Lieu de
Transfert en Boucle Ouverte avec la droite G= 0dB. On note w,, la pulsation (au gain unité)
pour laquelle :

|Hpo Gwy,)| = 1 (0dB)
6.3.3.1 Marge de gain
Mg =0 —20logyo|Hpo W)

C’est la distance en dB du point critique (-180°; 0 dB) au point d’intersection du Lieu de
Transfert en Boucle Ouverte avec la droite $=-180°. On note w, la pulsation (critique) pour
laquelle :

Arg[Hpo (jw.)] = (—180°).

Remarque

e Un systeme stable possede des marges de gain et de phases positives.
« Lesvaleursde M, = 45° et M; = 10 dB sont acceptables pour les systémes asservis.
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Lieu d'Evans (Lieu des racines ou Lieu des poles)

Soit le systeme suivant :

EP) * € S(P)
(P) )..’:?C» >] Fip) J -

:

Figure (6.2) : systéeme asservi

Si) __ F)
E(p) 1+F(PR(p)

L’équation caractéristique est :
1+ F(p)R(p) =0
F(p)R(p) = -1

Nous supposerons que F(p)R(p) ,avec FTBO(p) = F(p)R(p) est un rapport de polyndmes
en p. Puisque F(p)R(p) est une quantité complexe, I'équation : F(p)R(p) = —1 peut étre
décomposée en :

e Une condition d’angle : F(p)R(p) = £180°(2i + 1) avec =0, 1,2....
e Une condition de module : |[F(p)R(p)| =1

Les valeurs de p qui satisfont, a la fois, la condition d'angle et la condition de module sont
les racines de I'équation caractéristique, donc les pdles de la boucle fermée.

Comme entrevu, les caractéristiques dynamiques du systeme sont impactées par les poles et
zéros de la fonction de transfert en boucle fermée du systéme asservi. En effet, les propriétés
transitoires du systeme dépendent de ses zéros alors que les pdles, décident de la stabiliteé.

La position des poles de la FTBF dépend de la valeur du gain choisi. Donc, il est intéressant,
d’étudier comment se déplacent les pdles de la FTBF, dans le plan p, lorsque le gain varie.
W.R. Evans en 1950 a trouvé et développé une méthode appelée la méthode du lieu des
racines ou lieu d'Evans pour trouver les racines de I'équation caractéristique pour toute valeur
d'un parameétre variable du systeme. On localise les racines pour une valeur particuliére de ce
parametre sur le trace réalisé. Ce paramétre est, généralement, le gain de la FTBO supposé
varier de 0 a l'infini.

De la sorte, on peut voir I’impact, sur la position des poles de la FTBF, de la variation du gain
ou de l'addition de p6les et/ou de zéros de la FTBO, la contribution de chaque péle et zéro de
la FTBO sur la position des poles de la FTBF.

On peut décider donc de quelle maniére ces pbles et zéros peuvent étre variés pour avoir les
performances voulues du systéeme en boucle fermée.

Une certaine procédure doit étre suivie selon des regles.
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Procédure pour le tracé du lieu d'Evans

e Si I'équation caractéristique est de degré n, le lieu aura n branches. Chaque branche
va correspondre a une racine de I'équation caracteristique.

e les racines réelles sont représentées par des points de l'axe réel. Les branches qui
correspondent aux racines réelles sont des portions de I'axe réel. Les branches qui
correspondent aux racines imaginaires sont assez compliquees.

e Les coefficients de 1+ F(p)R(p) étant réels, les racines imaginaires vont étre
groupées par couples. Les branches du lieu lui correspondant sont symétriques par
rapport a I'axe réel. Le lieu d'Evans est, de la sorte symétrique par rapport a I'axe réel.

Si on écrit par exemple I'équation caracteéristique sous forme de :
1+ F(p)R(p) = 0,avec FTBO(p) = F(p)R(p)

On aura d’une maniére générale :

K étant le gain :

Kp+z)p+2z)...(0+2zy)

@+p)@+p2)....(0+Pn)

1+ 0,0 K>0

Les z; sont les zéros de la FTBO, les p; sont les pdles de la FTBO avec
i=0,1,2,3...
Onaa:
a) Déterminer les poles et zéros de F(p)R(p) dans le plan p. Les branches du lieu
d'Evans partent des p6les en BO et arrivent aux zéros (zéros finis ou zéros a l'infini).

Les points de départ du lieu (K = 0) sont les pbles de la FTBO(p) = F(p)R(p)
Les points d'arrivée du lieu (K—o0) sont les zéros de la FTBO.

Soient :
n : nombre de pdles finis de F(p)R(p),
m : le nombre de zéros finis de F(p)R(p) (avec n>m pour un systéme réel).

Si m #n, la FTBO comporte alors (n —m) zéros infinis implicites.
b) Le nombre de branches infinies (ou directions asymptotiques) est égal a (n — m).
c) Les branches asymptotiques présentent des déviations ¢; telles que :
+180°(2i + 1) _
= (i=012....)

n—m

@

i = 0 correspond a l'asymptote avec la plus faible déviation par rapport a lI'axe réel.
Bien que i est supposé évoluer jusqu'a oo, I'angle de déviation se répete, et le nombre de
branches est égal a n —m.

d) Les branches asymptotiques se rejoignent, sur I'axe réel, au point d'abscisse xi tel que

Y. poles deF(p)R(p) — Y. zéros deF(p)R(p)
n—m

i
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e) La partie du lieu sur I'axe réel est formée de segments discontinus. En effet, on
positionne un point test entre chaque pdle et zéro sur lI'axe réel. On calcule le
nombre de pdles et zéros réels a droite de ce point test. Si ce nombre est impair, ce
point test appartient au lieu. S'il est pair, le point test n'appartient pas au
lieu.

f) En ce qui concerne les points de separation et de rencontre du lieu sur I'axe réel : ce
sont les points qui correspondent aux valeurs critiques de K pour lesquelles deux
racines reelles se confondent avant de se séparer a angles droits en deux racines
complexes conjuguées

Les points de rencontre sont les points qui correspondent aux valeurs critiques
de K pour lesquelles deux racines complexes conjuguées se confondent avant de se
séparer en deux racines réelles.

v Si le lieu lie 2 pdles adjacents de la FTBO sur l'axe réel, il existe alors, au moins, un
point de séparation entre ces 2 poles.

v Si le lieu lie 2 zéros adjacents de la FTBO (un des 2 zéros peut se trouver a —oo) sur
I'axe réel, il existe alors, toujours, au moins un point de rencontre entre ces 2 zéros.

v Si le lieu lie un pole de la FTBO et un zéro (fini ou infini) de la FTBO sur l'axe réel,
soit qu'il n'existe ni point de séparation ni point de rencontre, soit que tous les deux
existent.

Les points de séparation et de rencontre ont pour abscisses f qui peuvent étre calcules :

Zﬁ—lpi_zﬁizizo

(avec p;, z; respectivement les péles et zéros de la FTBO)

- Soit par:

Cette relation ne donne que les points de séparation ou de rencontre qui ne sont pas issus de
poles ou zéros multiples.

- soiten écrivant que : 1 + F(p)R(p) = 1 + KF;(p)R;(p) = 0 (équation
caractéristique).

1
K(p)=-————
) = oR®
Puis en calculant :
[dK(P) _0
g =
p p=p
C'est-a-dire
& Gorm)] =0
dp \F; (MR (/] _;
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g) Angle de départ (angle d'arrivée) du lieu des racines a partir de pbles complexes
(zéros complexes) :

Pour determiner les directions du lieu aux alentours des p6les ou zéros complexes, lI'angle de
départ (respec. angle d'arrivée) du lieu a partir des pdles complexes (respec. sur les zéros
complexes) peut étre déterminé en substituant de 180° la somme algébrique des angles de

tous les vecteurs entre tous les autres pdles et zéros, et le pole complexe (respec. zéro
complexe) concerné.

+« Angle de départ d'un pble complexe = 180°- (somme des angles des vecteurs entre le
pdle complexe concerné et les autres pdles) + (somme des angles des vecteurs entre le
pbdle complexe concerné et les zéros)

+« Angle d'arrivée d'un zéro complexe = 180°— (somme des angles des vecteurs entre le
zéro complexe concerné et les autres zéros) + (somme des angles des vecteurs entre le
zéro complexe concerné et les poles)

h) Intersection du lieu avec I'axe imaginaire :
Les points d'intersection du lieu avec I'axe imaginaire peuvent étre déterminés en utilisant le
critere de stabilité de Routh par exemple, soit en posant p = jw dans I'équation caractéristique,
en égalant les parties imaginaire et réelle de cette équation a zéro, et en calculant w et K. . Ces
valeurs correspondent aux fréquences et les gains respectivement pour lesquels le lieu coupe
I'axe imaginaire.

i) Détermination des pdles de la Boucle Fermée :
Chaque point du lieu d'Evans est un pole en BF si la valeur du gain K en ce point vérifie la
condition sur le module.
Inversement la condition sur le module permet de determiner la valeur du gain K en tout
point particulier du lieu.
La valeur de K correspondant a n'importe quel point p1 du lieu peut étre obtenue en utilisant
la condition sur le module, c'est a dire :

produit des modules des vecteurs entre p et les zéros

~ produit des modules des vecteurs entre p et les pdles
Exemple 3

Soit a déterminer le lieu des racines du systéme dont la fonction de transfert en boucle ouverte

est donnée par :
K

p(p+1D({+5)
Point de départ du lieu = pbles de la FTBO (p = 0,p = —1,p = —5) alors n=3
Point d’arrivée du lieu = zéros de la FTBO (aucun) alors m=0
Nombre de branches asymptotiques =n-m=3
Directions asymptotiques :

FTBO =

+180°(2i + 1) ,
9= i=012,....)
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+180°(2i + 1) .
©; = 3 (i=012,.... )

@; = +60°,—60°, +180°

Intersection des asymptotes sur I’axe réel
B Y. poles de FTBO — ). zéros de FTBO

%i n—m
_©0-1-% _—6_ _

Xi 3 3

Points de séparation (ou de rencontre) ¢ sur 1’axe réel :

Zﬁ—lpi_zﬁizizo
1 1

En appliquant :

Alors :
! + + =0
B B+1 B+5
p=—-352etp=—-047
= — 3.52 arejet , . .
g - _o 4721;2];5;} d aprés laregle(e), lavaleur Kz =— 3,79 n'appartient pas au lieu,

elle est donc a exclure.
En appliquant F; (p)R; (p) = FTBO1(p)

K(p) = -

Puis en calculant : [di—ip)] =0

C'est-a-dire [% (FT301 1(p))]

FTBO1(p)

=0
=p
K(B) = —B(B + 1)(B +5)

dK(B) _ _
—7ﬁ?—-—(3ﬁ24—12ﬁ—k5)-0

p=—047etp = —352
La valeur — 3,52 n'appartient pas au lieu, elle est donc a exclure.

Valeur du gain au point § (Kg) :
La condition sur le module donne la valeur de K.
| FTBO (B)| = L alors Kz = 1.12
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Intersection du lieu avec I'axe imaginaire :
La valeur du gain lorsque le lieu rencontre I'axe imaginaire peut étre obtenue selon le
critere de stabilité de Routh entrevu. De la sorte, le systeme est stable pour :
0<K<30

La valeur limite K = 30, correspond donc au point recherché.

Les pbles au point d'intersection sont déterminés par I'équation caractéristique en
remplacant p par jw. On obtiendra deux équations I’une relative a la partie imaginaire et
I’autre a la partie réelle. Elles donneront les deux paramétres K et w. On trouve :

K=30, w=+4V5, p;,=4jV5

Lieu d’Evans du systéeme :

Root Locus

K=o K=0

bnag Axis

Rl Ads
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE N°1
Considérons le systéme suivant : (voir figure)

]'.'I|.‘II S
\ € k o p
+ | ] H(P) ol

Avec :

1
(p+DP+2)(p+5)

A) Veérifier si le systeme est stable ou pas en en boucle ouverte et pour k=1.

H(p) =

B) En utilisant le critére de Routh :

1) Etudier la stabilité de ce systeme en boucle fermee et pour k=1.
2) k n’est pas donné (paramétre reel variable) et k>0. Etudier la stabilité du systeme en
boucle fermée.

Solution :
1) Lastabilité de ce systéeme en boucle ouverte avec k=1:

(p+1D(p@P+2)(p+5)=0donc

pr=-1;p ==2 ; p=-5

Les poles sont a partie réelle négative. Ceci implique que le systéme est stable en
boucle ouverte avec k=1.

2) Lastabilité de ce systéme en boucle fermée avec k=1
kH(p) 1

FTBF = =
1+kH(p) p3+8p?2+17p+11

L’équation caractéristique est : D(p) = p3 +8p2 +17p + 11 =0

n=3
nbre de ligne=n+1=4
n+1
nbre de colonnes = > =2
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N°Ligne Tableau

1 117

2 g 11

3 0
8

4 11 0

Tous les coefficients de la premiere colonne sont de méme signe. Le systeme est

stable en boucle fermée.
3) La stabilité du systeme en boucle fermeée avec k>0 :

k
FTBTF =
p3 +8p? +17p + (10 + k)

L’équation caractéristique est :
D(p)=p3+8p>+17p+ (10 + k) =0

n=3
nbre de lignes=n+1=4
n+1

nbre de colonnes= =
NLigne Tableau

1 1 17
2 8 10+ k

126k

3 5 0
4 10+k O

Pour que tous les coefficients de la premiére colonne soient du méme signe, il faut

qu’ils soient tous positifs. On a donc :
126 — k

>0_ k<126

10+K>0 K>~10

Comme par hypothése, k est positif, nous déduisons la plage de valeurs
admissibles pour k : 0<k<126

EXERCICE N°2
Considérons un systeme de fonction de transfert en boucle ouverte G(p) place dans

une boucle de régulation a retour unitaire, avec :
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a) Déterminer la marge de gain.
b) Déterminer la marge de phase.

Solution

On doit déterminer la valeur de w,, puis calculer : M; = 0 — 20log19|Hgo (jw,)|
w, esttelle que: Arg[Hgo(jw.)] = (—180°).

5
Ona: G(]W) = W—3
Utogt D y
Arg[Hgo(jw)] =0 -3 arctanm
Arg[Hpo(jw.)] = -1
-3 arctan& = -7
100
w, = 1003
Onaalors : Mg = 0 — 20logyo|Hpo (100V3)|
5
Mg = =20log1g ———
w,2
(1002 + 1)
M; = 4dB

Pour la marge de phase, on doit trouver la valeur de w,,, puis calculer :

M, = Arg[Hpo(jw,)] — (—180°)

w,, est telle que : |Hgo (jw,)| = 1dB
5
Gow) = ———
Utogt D
5
=1

3
W, 2
JGogz+ D
w, =139 rad/s

M, = Arg[Hgo(jw,)] — (—180°)

) w
Arg[Hgo(jw)] = 0 — 3 arctan 100 .
M, = Arg[Hgo(jw,)] — (—180°) = 7 — 3actan To0

M(p =0.3rad =17°
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

EXERCICE N°1

Etudier la stabilite de chaque systeme dont la fonction de transfert est:

X3 e = 2
P+1D(P+2) "’ ) ()_(P2+P+1)(P—1)2

a) G(P) =

EXERCICE N°2
Considérons le systeme suivant : (voir figure 1).

On donne :

1

i) = e rnE+10)

E(p) K H(p) S

A

1) Vérifier si le systeme est stable ou non en boucle ouverte sachant que K=L1.
2) En utilisant le critére de Routh :

e Etudier la stabilité de ce systeme, en boucle ouverte en prenant K=1.

e Etudier la stabilité de ce systeme, en boucle fermée en prenant K=1.

e Si K est inconnu (parametre réel qui peut varier) avec K>0, alors étudier la stabilité du
systeme en boucle fermée.
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EXERCICE N°3

Soit le systeme asservi suivant : (voir figure 2).

E(p) 100 p(p + 6) S(p)
+ (p +2)(p +3)(p+4)(p+5)

p—1
p+1

A

Figure 2

1) En utilisant le critére de Routh, étudier la stabilité de ce systéme, en boucle fermée.
2) Donner le nombre de pdles a partie réelle positive et le nombre de pbles a partie réelle
négative.
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La précision est un paramétre clé dans I’étude des systemes asservis. C’est un des criteres des
performances du systeme.

En boucle fermée, on voudrait que notre systeme :

e suive notre entrée imposée en régime permanent établi (précision)
e élimine les perturbations (rejet)
e ait une dynamique rapide

7 Précision statique

Pour un systeme asservi, la précision statique se caractérise par la différence en régime
permanent entre le signal d’entrée et le signal de sortie. Cette différence s’appelle écart ou
erreur et est notée ‘e’.

H2Zp) |—

W W by
—_— LN CpY) Hip)» ] E —_—

Figure (7.1) : Exemple de systeme

On détermine I’écart entre W(p) et X(p) et on obtient :

W(p)
1+ C(p)H(p)

En régime permanent, la valeur de € peut étre calculée a I’aide du théoreme de la valeur
finale :

e(p) =

W(p)

PITCoH®D)

e=lim[e()] = })igrg)[p e(p)] = ;igrg) [

Cet écart dépend du signal d’entrée. Selon les signaux d’entrée, on définit trois notions de
I’écart :

e Ecart de position
e Ecart de vitesse
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e Ecart d’accélération

7.1 Ecart de position

Le signal d’entrée est un échelon de position (variation brusque en amplitude) :
wt)=Au(t) et W(p) = g , A . constante

L’écart dans ce cas, est appelé écart de position, écart statique ou écart de statisme. Il est
noté e,.

7.2 Ecart de vitesse

Le signal d’entrée est un échelon de vitesse ou rampe:
w(®) =btu(t) et W)= pb—z b : constante
L’écart, appelé écart de vitesse, écart de trainage, est noté .

7.3 Ecart d’accélération

Le signal d’entrée est un échelon d’accélération
w(t) =ct?u(t) et W(p) = ;—3 ¢ : constante

L’écart dans ce cas est noté g,.

Remarque :
Pour le calcul de €, on dégage le nombre d’intégrations dans C(p)H (p) . On écrit :

K
C@HP) = 5Tk)
Avec : K : constante ; T(0) =1.
a est le ou classe du systeme.

e Plus le nombre d’intégrations est élevé, plus est la précision du systéme asservi. (voir
tableau)
Un probleme se pose. Quand le systéme possede des intégrations, la stabilité est « menacée ».
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Echelon de vitesse

Echelon d’accélération

Entrée Echelon de position
w(t) = Au(t) w(t) = b tu(t) w(t) = c t? u(t)
A b _c
Nbre W(p) = > W(p) = o7 wp) = 3
d’intégrations | A : constante b : constante C : constante
o=0 . = A £, > €4 —
‘14K
=1 &= € =k €4 = ©
Y K
(X - SS= E‘Uzo € — g
* K
Remarque:

En régime permanent, I'erreur globale est la somme de I'erreur par rapport a I’entrée :
consigne et de l'erreur due au signal perturbateur.

7.4 Rejet de la perturbation par compensation
On peut éliminer totalement I’effet du signal

compensation.

perturbateur en faisant une correction par

Perturbations (d)
Hl[p} H2(p)
u - +l ‘\
Cip) Hip) —"*8;——"'

Figure (7.2) : correction par compensation.
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Hgo (p) = C(p)H(p)

H H —H H
o (P) W(p) + 2(p)1 — I;B((f’zp)Bo (p)

X(p) =

1+ Hgo(p) bp)

On éelimine totalement la perturbation en prenant :

_ H,(p)
i (p) = Hgo (p)
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE N°1 (Asservissement de vitesse)

On désire asservir la vitesse de rotation d’un moteur a courant continu avec sa fonction de
transfert donnée par:

_ Q) _ 2
Up) 1+02p)(1+p)

u(t) : représente la tension appliquée aux bornes du moteur.

Q(t) : représente la vitesse angulaire de rotation du moteur.
Le schéma bloc simplifié a retour unitaire est donné par :

H(p)

fep) O ¢ X ™S a(p)

Correcteur Amplificateur Moteur
proportionnel

On donne : Q, I’amplitude de I’échelon et y, la pente de la rampe pour la consigne Q.
e Déterminer I’écart de position et celle de trainage.

Solution :

L’écart de position :

lim[ pe(p)] = lim [~ ] ST
SmLpelp =0 "1+KAH(p)" p 1+2KA
L’écart de trainage :
| —lim [—F Yo _
él_r)%[pS(P)] = 110‘_% [1 + KAH(p)] p? e
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EXERCICE N°2

On veut asservir la position angulaire 6 du rotor du moteur de I’exercice 1.

Sachant que :

(Asservissement de position)

()

Q(t) =——= Q(p) = pb(p)

Le schéma bloc simplifié avec retour unitaire est donné selon :

EC[FH |

-t'\[

B(o)

Ulp) n 1
S A ) Hp) |2 L
P
Correctenr Amplficateur ~ Moteur [ntf:glrateur
proportionnel fonctionnelle

L4

On note 6, I’amplitude de I’échelon et Q, la pente de la rampe pour la consigne 6,

e Déterminer I’écart de position et celle de trainage.

L’écart de position :

L’écart de trainage :

lim [pe(p)] = hm [
p—0

lim[ pe(p)] = llm [
p—0

1+
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

EXERCICE N°1:

Soit le systeme suivant avec un régulateur a action proportionnelle de fonction de transfert
C(p) = G;.

E(p) —{)}}— C(p) H(p) » S(p)

2k

Ondonne: H(p) = S G0p D)

k est une constante.

1) Donner I’erreur g(p) en fonction de E(p).

2) Donner I’écart de position €, si: E(p) = 0?4
3) Donner I’écart de vitesse €, si: E(p) = (;421

EXERCICE N°2

On considere un systeme de fonction de transfert en boucle ouverte F(p) définie par :

k
F(p) = ——= avec k: constante et k > 0

(p +1)?

On place ce systéme dans une boucle a retour unitaire. Déterminer la valeur de k qui assure au
systeme en boucle fermée, une erreur de position égale a 5%.

EXERCICE N°3
On considere un systeme de fonction de transfert en boucle ouverte F(p) définie par :

50
(20p + 2)(2p + 20)

F(p) =

Calculer, en boucle fermée, I’erreur de position et I’erreur de vitesse de ce systéme placé dans
une boucle a retour unitaire.
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Pour amener un systeme a suivre un comportement imposé par I’utilisateur, on utilise un
dispositif appelé le correcteur inséré en boucle fermée. Nous allons examiner dans ce chapitre
les correcteurs et leurs caractéristiques.

8.1 Définition

Un correcteur est un élément que I’on ajoute au systeme initial pour remédier au probléme des
compromis de la stabilité et la précision. Par sa réalisation, la synthese du systéeme asservi se
concrétise. Le correcteur est inséré dans la chaine directe. Il est placé en sortie du
comparateur. Il delivre le signal de commande.

Il existe plusieurs types de correcteurs. Le correcteur série est le plus utilisé.

8.1.1 Correction série

La figure (8.1) montre ce cas. Comme indique, il est placé en série dans la chaine directe.

perturbations
|
| F)
ECP) +-| 5 -F :-! C il u ;ml i :-! i +h-|+-': : . 5[}?}'
] () | H@) | He) | 29

C orrecteur

A

| 60)

Figure (8.1) : Correction série
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8.1.2 Correction paralléle

Comme indiqué, il est placé en parallele, avec le systeme. La figure (8.2) illustre ce cas.

perturbations

- - u 1
Cep) |

Lo

C orrecteur

G(p)

A

Figure (8.2) : Correction paralléle
8.1.3 Correction série-paralléle
La figure (8.3) montre ce cas.

C1(p) est la fonction de transfert du correcteur série. C,(p) est la fonction de transfert du
correcteur série.

perturbations

> — . ] o — u 1 1 + *y
T ] @ o] B b mp |00
C) L
Correcteur
G(p) |=

Figure (8.3) : Correction série-parallele
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8.2 Correcteurs série usuels

Il 'y a des correcteurs qui modifient le gain du systeme en BO (précision), d'autres qui agissent
sur la marge de phase (stabilité, rapidité).

Comme correcteurs qui modifient le gain, on citera le correcteur proportionnel (P), le
correcteur intégral (1), les correcteurs proportionnel-intégral (PI), les correcteurs a retard de
phase. Pour les correcteurs qui modifient la marge de phase, on a le correcteur proportionnel
dérivé (PD), le correcteur a avance de phase.

Le correcteur réalisant les deux actions est par exemple, le correcteur proportionnel-intégral-
dérivateur (PID)

8.2.1 Correcteurs qui modifient le gain
8.2.1.1 Correcteur proportionnel P

C’est le plus simple. Il consiste en un amplificateur de gain réglable. Le correcteur a pour un
gain :

C(p) = k.

La commande du systéme est :

u(t) = k.g(t)

avec g(t) est le signal d’erreur (Figure 8.1).

Hyoc(s) Amplitude (dB)

——

- K.=1
U K=1
g
o e " i 1"

(i |

Figure (8.4) : Représentation de fréquentielle
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On notera :

e Soitavec w,, la pulsation obtenue pour IHgoc!gp = 0db
e Hpgoc est la fonction de transfert en boucle ouverte avec le correcteur inséré.
e Hponc est la fonction de transfert en boucle ouverte sans I’adjonction du correcteur

Sik, >1

e latranslation du diagramme de gain de Bode est vers le haut
e |’augmentation de w,, ce qui implique 1’ augmentation de la rapidité Il y a
diminution de la marge de phase d’ou la dégradation de la stabilité en BF)
Sik,. <1

e latranslation du diagramme de gain de Bode se fait vers le bas
e ladiminution de w,,entraine la diminution de la rapidité
e On assiste a I’augmentation de la marge de phase donc a I’amélioration de la stabilité.

8.2.1.2 Correcteur intégral |

C’est une fonction d’intégration qui est réalisée. Un pdle nul est ajouté a la fonction de
transfert en boucle ouverte. On obtiendra un systéme caractérisé par une erreur de position
(voir chapitre précision).

La fonction de transfert du correcteur :

1
C(p) = ﬁ ; avec T;: constante d'intégration
i
La commande du systéme est obtenue selon:

u(t) = %fte(r)dr
0

i
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e —| Amplitude (dB) [
H1o0(s) p (dB)
50 1
Hpowc(s) T~ g
1] ey -_E ‘-‘E""'q. T
s0f E
100} :
150 L
10~ 107" 10 10’ o* 10
’ == Phase (°) 1
™
“\Heownc(s)
Hpocl(s) S o
-a0 -
oy
x J
. m -&*T ~ .
B e = -
m g \
-270} \
0 107" 16" 1.;; 1.;;. 0¥

Figure (8.5) : Représentations fréquentielles obtenues
Nous voyons que :

e L’augmentation des pentes est de +20dB/décade
e Latranslation du diagramme de phase de 90° se fait vers le bas

*L’introduction d'un intégrateur a pour but I’ameélioration précision (voir chapitre sur la
précision)

e |l yaannulation de I'erreur statique, diminution de I'erreur de vitesse avec le systéme
non corrigé de classe 0.

e |l yarejet asymptotique des perturbations constantes.
*0On observe une diminution de la pulsation de coupure a 0dB

e diminution de la rapidité du systéeme en BF

e |'effet intégrateur entraine un ralentissement du systeme
La réduction de la marge de phase provoque la dégradation de la stabilité et entraine méme
I’instabilite
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Remarque :

Le correcteur | améliore uniquement la précision au détriment des autres performances qui sont
dégradées.

8.2.1.3 Correcteur PI

Pl est une combinaison des correcteurs P et | entrevus.
C’est généralement, le correcteur qui est le plus souvent utilisé en industrie. Sa fonction de

transfert est :

ke I 1+T;p
o Ti_p * Tip
Plus T; est grande, plus I'action intégrale est faible.

La commande du systéme est:

=k ke (* d
u(t) = Ce(t)+Ff0£(T) T

i

C(p) =k, +

Figure(8.6) : Les signaux du correcteurs selon le temps
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Figure ( 8.7) : Représentation fréquentielle

Il'y a ’introduction d'un intégrateur
Le gain en basses fréquences (w <<

) est infini ainsi I’erreur statique est nulle (avec

4

1
T:

systeme de classe 0)

I
,dou

C

A

1

—<<w

T:

Le gain du systeme corrigé ne sera pas modifié en hautes fréquences si

(w,, de la sorte la rapidité) est non modifiée

en basses fréquences a I’inverse de I.

<<W¢o

est modifiée qu

La phase du systéme corrigé n'

1
T:

La marge de phase n'est pas modifiée si

4

8.2.1.4 Correcteur a "'retard de phase"

La fonction de transfert du correcteur est :

savech > 1

1+Tp
‘14 bTp

=k

C(p)

En pratique, on choisit k. = b
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Le correcteur a retard de phase est une forme qui s’approche du correcteur PI. Il
réalise une action intégrale (donc une augmentation du gain en basses fréquences)

sans introduire d'intégrateur.

Les contraintes qui peuvent étre satisfaites sont

Une erreur permanente donnée
Une Marge de phase donnée

Une Rapidité donnée

T " T-TATrM™ ="~ rrTrm

n

TTI

-

T_FTTrl'I'I'I__'I'_'I'_l_l'ITI'I'E___F_

——4—4 A+ HH—— = FHH H

15F -~
10F--

Figure (8.8) : Représentation fréquentielle

Ona:

Introduction d'un déphasage négatif d'ou le nom de correcteur a retard de phase.

Déphasage minimum

1-b

@cmin = aresin 155 rad
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(pC,min <0
Pulsation correspondante
1
Wemin = T_\/E

Les effets du correcteur se résument a une

Augmentation du gain en basses fréquences de 20 log,o b = effet intégral

= baisse de I'erreur statique en BF (systeme de classe 0 en BO)
Diminution de la bande passante a 0dB w,, = systeme plus lent en BF

(augmentation de t,,, ou de t,5o;)
On peut régler le correcteur selon les étapes suivantes :

Introduire dans le correcteur un gain k', qu'on peut calculer afin d’avoir la marge de
phase voulue.
Calculer k', =b pour obtenir la précision désirée.

Choisir la constante de temps T telle que %<<Wco (% << 0.1 w,,) pour ne pas affecter
la marge de phase et les performances dynamiques.

Un exemple peut étre proposé selon :

Remarque :
Ce correcteur peut étre synthétisé par le réseau passif S(p) (1 +Tp)
suivant : E(p) 1+aTp
Rq
R1 avec :a=1+—et
- 1 "
|
T = R2C
E(p) R2 S(p)
C __I__
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de(t)
dt

CHAPITRE 8 : CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

8.2.2. Correcteurs qui modifient la marge de phase

8.2.2.1 Correcteur proportionnel dérivé PD

PD représente la combinaison des correcteurs P et dérivée D.

La fonction de transfert du correcteur

dans ce cas est :

T,: constante de dérivation .

C(p) =k.(1+Typ),
L’action dérivée est importante si Td est grande.

La commande du systéme est réalisée selon :

= kc E(t) + kc Td

u(t)

La commande est proportionnelle a I'erreur et a la variation de I'erreur (dérivee)

4 E

Figure(8.9) : signaux temporels du correcteur

E--hke—=—g---g===-f===3 — —F-----I------f---c-C
[moCC PSS CyIITSTIIIEIII] o il ettt et
Eozoke —®-----d--ooookooooo
FoZZRS —JrCTTTTITTITTIroCTIC
I T . Y M
A HH__muHHw_.HuH 1_.L ||-l |||||||||||||||

M Forzzsisiss - EF S EEEr e

S i et S e i et el et e
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@ r T A 5 Y i s A |
T S b, L I#IIII |||||| e—m———

o I I I Y I
5 | | | I I ;

= koot oodoo—k - 1_ - - ]

= Fckzzz3-z-d====fr=-=Fo e ettt Tttt bt B~

Y R o e p—— —t ————_IZ--Z"E[Z--CC
o Y e ——————— k I o e i ———
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| | | | T T
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F==ZF J=-Z=3===Tr - F---_--31-----ZfF-Z-c-:Z -
et ST St it ] ooiIIs Fo=2:
fuutol M | S e el uiummiel ufuiututate et
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Figure( 8.10) : Réponse fréquentielle obtenue
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Ce correcteur a pour effet :

. 10 - . cyez
e Avance de phase maximale de 90° pour w > - donc amélioration de la stabilité.
d

(marge de phase)
e Augmentation de la pulsation w,, d'ot amélioration de la rapidité (tse , tm |).

e Amplification en hautes fréquences (pour w > Ti ) ainsi élargissement de la BP du
d

systéeme en BF donc sensibilité aux bruits.
e Diminution de l'erreur permanente.

Le correcteur peut étre réglé selon les étapes qui suivent :
e Reégler k.pour avoir w,, choisi

e Régler T, pour avoir m, voulue
o \Veérifierw,, et m,

8.2.2 .2 Correcteur a avance de phase

La fonction de transfert du correcteur est selon I’équation ci apreés:

1+aTp

= a>1
“1+Tp 4

Clp) =k

Le correcteur a avance de phase est une forme approchée du correcteur PD qui est
physiquement irréalisable (condition de causalité non vérifiée)

Remarque :

Le correcteur peut étre synthétisé dela maniére suivante :

1+ alp _ [1 ] [1 + an]
1+Tp = | lall1+Tp a
Correcteur a Filtre passif Amplificateur

avance de phasg

Certaines contraintes peuvent étre satisfaites :
e Augmentation de la marge de phase.

e Augmentation de la bande passante (donc augmentation de la rapidité, baisse de t,)
e Erreurs en régime permanent imposeées.
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Ologipa

7

T=tTA1tHAH——-F—rFAh

r
In
L
L
[
L
1
I

T-FtTrrp——4—-14

30f—-

Figure (8.11) : Réponse fréquentielle du correcteur.

Certaines constatations peuvent étre dégagées :

Introduction d'un déphasage positif d'ou le nom de correcteur a avance de phase.

Avance de phase maximale (la cloche)

a—1
+1
0

rad

= arcsin

PDc ,max

a
D¢ ,max >

La pulsation correspondante est :

Les effets de ce correcteur se résument a une :

Augmentation de la marge de stabilité donc effet dérivateur

Augmentation de la bande passante a 0dB w,, ce qui montre que le systeme est

plus rapide en BF (diminution de t,, ou de t, 5o

Sensibilité aux bruits provoqués par |

élargissement de la BP.
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Pour régler ce correcteur, la démarche a suivre consiste a :

H ] . a—1 ; = s
e Calculer a pour avoir l'avance de phase @ ax = arcsin— désirée

e Calculer T de facon a placer la cloche a la pulsation w,, désirée c a d
1

= = WCO

Wc,max T\/a

e Le gain fréquentiel est augmenté de 20 log;o @ a partirde w = % Ceci décale la

pulsation w,, du systéme corrigé en BO
e Calculer k. pour ramener w,, a la bonne valeur

Un exemple peut étre proposé selon :

Le filtre passif est le filtre:

C S(p) 1 1+aTp
H E(p)_a 1+Tp
Ry
E@) Rl R2 S(p) avec:a=1+R—2
_ R Ry
etT_R1+R2

8.2.3 Le correcteur réalisant les deux actions

Le correcteur PID regroupe les actions des correcteurs Pl et PD. Il se présente sous la forme
de:

1
C(p) =k, (1 + Tp + Ty p) donc sous forme de
i

C(p)=(A+Bp+£p>

T;: constante d intégration; T,: constante de dérivation
Commande du systeme :

de(t)
dt

k. (¢
u(t) = k. e(t) + F_f e(t)dt + k. Ty
i Jo

4
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Figure (8.12) : Réponse fréquentielle
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a) Effets du correcteur
Son action se fait sur toutes les fréquences. Son effet est stabilisant. 1l élimine voire annule

I’erreur statique. Il a tendance a améliorer la rapidité.

On remarque que ce correcteur entraine un gain infini en HF. Reellement, il ne peut étre

irréalisable.
On voit :

Une avance de phase en hautes fréquences

Une amplification en hautes fréquences donc effet PD en hautes fréquences

Retard de phase en basses fréquences d’ou effet PI en basses fréquences

Fréquences moyennes : peu d'influence du correcteur
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b) Caractéristiques du PID
En industrie, le correcteur a les caractéristiques :

e Bp: bande proportionnelle B, = 1}:;0

c

e Taux de répétition par minute 7, = 6T—0
e Constante de temps de dérivation T,

8.3 Avantages et inconvénients du correcteur P, Pl a avance de phase, PID

Correcteurs P Pl Avance de PID
phase
Avantages Simplicité Simplicité Amélioration Tres utilisé en
meilleure Erreur statique | stabilité et industrie
précision nulle rapiditeé Action PI+PD
Inconveénients Risque Systeme parfois | Sensibilité du Réglage des
d’instabilité lent en BF systéme aux paramétres plus
bruits difficiles

8.4 Etapes de synthese des correcteurs
La synthése des correcteurs se fait par des étapes résumeées ci dessous :

A) Analyse du systéeme (identification, performances dynamiques, réponse fréquentielle)

B) Analyse du cahier de charges (traduction en termes d'erreur, de rapidite, de marge de
phase, de pulsation mc,)

C) Choix de la structure du correcteur compte tenu du cahier des charges et des
caractéristiques du systeme

D) Calcul des parametres du correcteur.

E) Vérification des performances du systéme corrigé. Si le cahier des charges n'est pas
satisfait, retour a C.

F) Réalisation de I'asservissement et tests.
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EXERCICE RESOLUS

EXERCICE N°1

Un correcteur, de fonction de transfert C(p), recgoit sur son entrée & un échelon d’amplitude E.
Exprimer puis tracer la loi de commande w,. (t) lorsque le correcteur est :

a) Un correcteur P,

b) Un correcteur Pl,

c) Un correcteur PD.

Solution :
a) Un correcteur P a pour fonction de transfert :

C(p) =G,
E
Donc U,.(p) = G, >

U.(t) =G.E pourt>0

b) Un correcteur PI a pour fonction de transfert :
1
C =G (1+—
®) =61 +72)

G
On en déduit que : u.(t) = G.E + %E t
i
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c) Un correcteur PD a pour fonction de transfert :

Clp)=G1+Tq)p
On en déduit que : u.(t) = G.E + T4G.E 8(t)

Ou T4 G,E 6(t) est une impulsion d’aireT4G,E. On peut assimiler cette aire a celle d’un
rectangle de cotes Ty et G.E.
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EXERCICE N°2

On s’intéresse dans cet exercice au systeme F(p), placé dans une boucle a retour unitaire,
représenté en Figurel. On a un correcteur proportionnel intégral de fonction de
transfert C; (p).

1 + p Tpr
@) = Ko (— )
! o pPTp
Kp; et tp; sont des constantes .
EP) * < € | ‘ ' i S(p)
<2 @ || Fo) |
- C orrecteur
Figure 1
Avec :
F —
() 1+tp

On fixera la valeur de la constante de temps du correcteur 7p; égale a la constante de temps
du systéme a asservir T.

1) Donner la FTBF(p): la fonction de transfert en boucle fermée, de cet
asservissement.
2) Mettre la FTBF(p) sous la forme suivante :

K gr

3) Donner les expressions des 2 constantes K’gg et T° gE.
4) Pour T gr =15min, K=1.5, 1= (%j heure.

a) déterminer la valeur de Kp; pour ce cas.
b) Exprimer I’erreur statique de cet asservissement :
g, = lim €(t)
t—oo

pour une entrée égale a [4.u(t)].

5) Conclure sur I’intérét d’utiliser un correcteur proportionnel intégral.
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CHAPITRE 8 : CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

Solution :
1)
FTBF(p) = Ci(p)F(p)
ST ACOTI)
1+ P Tpr K
FTBF( )_ KPI( D Tp; )(1+Tp)
1 K 1+ D Tp; K

K P Tp; 1+7p

2)
FTBF(p) = K Kpi
P p tpr + KKpy
1 K’
FTBF(p) = =—FBF

DT 1+ p7
1+KKPI PT pr

3) Par identification :
K,BF =1

o = bt __ T
T KKp  KKp

4) Pourt gr =15min, K=15, t= Gj heure = 30 min
a) On atrouvé d’apres 3)

' D Tpy _ T

"B T KKy KKpy

T
KPI N KT’BF - 15 X 15 - 133
b)

g€, = lim[e(t)] = lim[p e(p)] = lim [pr)]
5 tow p—0 -0 1+ FTBO(p)

Avec :

E(p) ==
€ =
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CHAPITRE 8 : CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

5) Conclusion :

Le correcteur proportionnel intégral sert a augmenter la précision (diminuer
I’erreur g).
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CHAPITRE 8 : CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

EXERCICE N°1

On considere un processus de fonction de transfert :

20
H(p) = 7,

1. Ce systeme est mis dans un asservissement a retour unitaire avec un correcteur

proportionnel P de gain k. Donner le schéma fonctionnel du systeme asservi.

Calculer la valeur gain k qui assure au systéme une marge de phase 45’.

3. Laconsigne est un signal échelon unitaire .Calculer I’erreur en régime permanent
entre la consigne et la sortie du systeme. Répondre a la méme question si la consigne
est une rampe de pente 1.

4. On désire avoir maintenant un asservissement respectant les conditions suivantes :

e Erreur statique nulle,g, () = 0,

e Erreur de trainage finie g, (o) = 5%.
Pour ce faire, on adjoint au correcteur proportionnel P, un correcteur a retard de phase.

e Donner le nouveau schéma fonctionnel de I’asservissement.

e Calculer les paramétres du correcteur.

no

EXERCICE N°2

La réponse harmonique en dB d’un correcteur intégral approché est illustrée par la figure
suivante :

c k

-5.45 |

1) Donner les caractéristiques de ce correcteur.
2) Endeduire la fonction de transfert de ce correcteur sachant que :

1+aT

G,,a, T, : constantes.
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CHAPITRE 8 : CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

EXERCICE N°3

On considere un systeme de fonction de transfert en boucle ouverte G(p) définie par :

G(p) TR

On place ce systéeme dans une boucle a retour unitaire.
a) Déterminer la valeur de K qui assure au systeme en boucle fermée un dépassement
limité & 10 %.
b) Calculer alors I’erreur de position en boucle fermée.
c) Deéterminer I’expression C( p) du correcteur a retard de phase qu’il faut introduire dans
la chaine directe pour maintenir cette limitation du dépassement tout en limitant
I’erreur statique a ep = 20 %.

EXERCICE N°4:

On considere un systeme de fonction de transfert en boucle ouverte G( p) que I’on souhaite
réguler a I’aide d’une boucle a retour unitaire :

G(p) =

k

1 2
100(p + 1)(p + 1p)

On souhaite que la boucle de régulation fonctionne selon le cahier des charges suivant :
A,>45";D <10% ; ep < 0.08;t,, < 8s

1) Quelle est la condition sur K pour obtenir €p < 0.08 ?

2) Quelle est la condition sur K pour obtenir t,, < 8s?

3) On choisit a présent, pour K, la plus petite valeur permettant d’obtenir a la fois
ep < 0.08 et t,, < 8s. Calculer la valeur de la marge de phase obtenue dans ces
conditions. Que vaut alors le dépassement ?

4) Tout en conservant cette valeur de K, on introduit, en amont de G(p), dans la chaine
directe, un correcteur C(p) destiné a corriger le dépassement et la marge de phase,
sans altérer ni la rapidité, ni la précision qui correspondent au cahier des charges.

Déterminer avec précision la fonction de transfert de ce correcteur.
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Table des transformées de Laplace

Fonctions temporelles pour t>0 Transformées de Laplace
_ 1
u(t) =1 U(p) = -
p
v(t) = kt V(p) = iz
p
s =1 St =1
sy =e"" S(p) = pta
s@) =te™ S(p) = %
r+a
sty =1-e S =
S(t) —e e—bt _ b—a
= v
1
s(t)=(1/a) (t- (1/a) + (e*)/a) S(p) = 2 p+a)
o — L —at __ a —bt _ L
A(l)ili—afbe afbe S(p)ip(p+a)(p+b)
s)=1—e Y —ate™™ S(p) a
P ppray
s(t) = sin wt S(p) = m
s(t) = cos wt S(p) = — f_ e
s(t) = e~ sin wt S(p) = o+ a)2 e
5(1) = e~ cos wt = JZ;‘: .




s(t) = t?e

S(p) =

(+a)?
=7 0 - g
s(t) = (1 —at)e ™ S(p) = (p:;a)z
s)=at—1+e % S :a—z
s() =1—(1+at)e™ Sipj ~ pz(zzl;r a)
s(©) =(c—a)e ™ — (b—c)e ™ ’ (_bp—(i;r(;)j o)
s(t) =1 — coswt i ® av)v(zp =
S(p) = DT+ WD)
s(t) =t — %sinwt S(p) :

~ P (pr+wd)
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